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Ovningstenta vt2013 nr2

Skrivtid: 5 timmar. Hjalpmedel dr formelbladen fran insidan av Pdrmen i Adams Calculus,
dessa formler bifogas tentan.

Losningarna skall vara fullstandiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anviénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

. Bestdm lédngden for den parametriska kurvan ~(¢) = (2 cos 3t, 2sin3t,t) (en helixkurva) da

t € [0,2n]

. Terrdngen kring ett omrade ges med god approximation av grafen till funktionen

f(:r,y):x2—2y2—|—x+1

Om vi befinner oss i punkten (1,1) och vill foérflytta oss till punkten (—1,2). Vad é&r
lutningen om vi férsoker rora oss fagelvagen mot destinationspunkten?

. Beréikna de punkter pa kurvan 1722 4 122y + 8y? = 100 som ligger nirmast origo och lingst

bort fran origo.

. Beréikna dubbelintegralen [,(z* + y?)dA, dér R &r det omrade i forsta kvadranten som

begrinsas avy =0, y =z, 2y = 1 och 2% — 3% = 1.

J[[ =v

dir R &r de punkter som uppfyller 22 + 3% < z < /2 — 22 — 32,

. Berdkna

. Beriikna flédet av filtet F = (x,z,1) uppat genom den del av ytan z = 22 — y? som ligger

innanfor cylindern z2 + y? = a?

. Berdkna arbetet som kraftfiltet F = (P(z,v),Q(z,y)) = (v + 3x,2y — =) utverkar néar

en partikel fors ett varv moturs runt ellipsen F, vars randkurva 0F uppfyller ekvationen
4% +y? = 4.

. Berékna 5£CF edr dir F = (—y,22,2) och C i#r den orienterade randen av dem del av

paraboloiden z = 9 — 22 — y? som ligger ovanfor zy-planet och som har ett normalfilt som
pekar uppat.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, Ovningstenta vt2013 nr2.

1. Léngden blir 2m+/37.

10
2.\/5

3.



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, évningstenta vt2013 nr2.

1. Berdkna forst derivatan till parametriseringen +/(t) = (—6sin3t,6cos3t,1). Langden [ av
kurvan beriknas som integralen av ||7/(¢)|| 6ver intervallet [0, 27], dvs

27 21
| = V/36 sin? 3t + 36 cos2 3t + 1dt = V36 + 1dt = 27/37,
0 0

dar vi i den andra likheten anvant trigonometriska ettan.
2. Vi ska rora oss i riktningen v = (—1,2) — (1,1) = (=2, 1) och lutningen ges da av riktnings-
2,1

(=21)
5

derivatan i enhets riktningen u = v/||v|| = Riktningsderivatan ges av skaldrprodukten av

S

u och gradienten for f i (1,1) som blir

Vil =2z +1,—-4y)l1) = (3, —4)

Lutningen blir alltsa

—2,1)e (3,4 10
U°Vf|(1,1):( )\/5( ):\/5

3. Kurvan ar en ellips som lutar i forhallande till axlarna och vi soker &ndpunkterna pa ellipsens
huvudaxlar. Problemet skulle kunna formuleras mha linjér algebra och kurvan kan da beskrivas

mha en symmetrisk matris som kan diagonaliseras. Den diagonaliserande matrisen ger oss

da ett koordinatbyte som utfor diagonaliseringen. Efter koordinatbytet sa far vi ellipsen pa
standardform och da ar det ldtt att berdkna dndpunkterna.

Nu ar detta en tentamen i Flervariabelanalys och hér férstar vi att vi ska minimera avstandsfunktionen

(i kvadrat) 22 +y? givet att vi befinner oss pa ellipskurvan. Problemet kan formuleras mha La-
grangefunktionen

L(z,y,\) = 2 +y° — M(172” + 12zy + 8y — 100)

Problemets kritiska punkter aterfinns bland Lagrangefunktionens kritiska punkter som vi hittar
genom att berakna VL = 0 som ger oss systemet

OL

0 = e 2z + \(34x + 12y) (1)
oL
0 = v 2y + A(12z + 16y) (2)
Yy
oL
0 = o= 1722 + 12xy + 8y* — 100 (3)
Vi loser ut A fran de tva forsta ekvationerna och sétter dem lika. Detta ger

—2x —2y

= = 1227 + 162y = 3day + 12> = 222 —3ay—2y> =0 (4
34z + 12y 12z + 16y o7+ 16y = 34wy + 12y ? = 3zy — 2y (4)

Multiplicera nu det sista uttrycket med 4 och sitt in i ekvation (3) sa far vi 2522 = 100, dvs
x = 2 Satt slutligen in vardera av dessa tva vérden in i ekvation (3) och 16s ut y. Detta ger
0ss att

r=2 = y=lellery=—-4
r=-2 = y=—-lellery=14
Vilket saledes ger oss de kritiska punkterna (2,1), (2,—4), (=2, —1) och (—2,4) Uppenbart far

vi att punkterna £(2, —4) ligger langst bort fran origo och att punkterna +(2,1) ligger narmast
origo.



4. Vi kan se att integrationsomradet beskrivas som liggandes mellan z? — 32 = 0 (detta &r
x = 9) och 22 — y? = 1 samt mellan 2y = 0 (dvs y = 0) och xy = 1. Dirfor dr det lampligt
att gora ett variabelbyte © = 22 — y% och v = zy som ger att vi ska integrera 6ver omradet
O<u<l1,0<v<l1iu—wvplanet. Vi utfor detta variabelbyte i var integral: Vi noterar forst
att variabelbytet dr en funktion F(z,y) = (22 — y2, zy) och att integralen

/dudv = /det DFdzdy = /2(:62 + y?)dxdy

eftersom Jakobideterminanten blir

x

I 1
/xz + 2 dedy = / / dudv = =
2 )0 Jo 2

5. Om vi anvinder cylindriska koordinater har vi att 2 = 22 + 42 och vi far dirfor att vart
omrade ges av olikheterna r2 < z<V2—r2. Skarningen mellan de tva ytorna ger oss ekvationen
r* =2 -2 dvs r* + 12 — 2 som ger oss en enda positiv reell 16sning 7 = 1 Vi kan nu skriva
integralen som

27 1 /212 1 [2r 1 T
/// zdV = / / / rzdzdrdd = / / (272 —rYrdrdd = —
R o Jo Jr 2Jo Jo 12

6. Ytan parametriseras av r(z,y) = (x,y, 22 — y?) vilket ger att

NdS = g; X g;dazdy = (—2z,2y, 1)dzdy

det DF = det <2; > = 2(z* +¢%).

Var integral blir alltsa

Vi har nu att
F e NdS = (—22% + 2zy + 1) dady

sa att flodet blir

//FoNdS:// —222 4 22y + ldzdy =
S 22 4y2<a?
= -2 // 22 dxdy +2// rydxrdy + // drdy =
22 4y2<a? 22 4y2<a? 22 4y2<a?

2

poléra koord pa denna! =0 pga symmetri arean av cirkelskivan
:7l'(12
2T ra
:—2/ / 3 cos® tdrdt + ma® = - - = wa® — wa/2
o Jo
: P oP :
7. Arbetet ges av integralen [ Pdx + Qdy. Eftersom a—g — 9y = —2sager Greens sats oss

foljande
/ Pdz + Qdy = // —2dxdy = —2 ellipsens area = —2abm,
OE E

dér a och b &r ellipsens huvudaxlar: Ellipsen pa standardform &r z2 + (%)2 =1,saa =1 och
b = 2 vilket ger att arbetet blir —4.



8. Har ar tricket att ytans randkurva ar randkurva till en enklare yta och vi kan utnyttja Stokes
sats for denna enklare yta. Paraboloiden skir x — y-planet i cirkeln 22 + y> = 9. Denna cirkel
ar forstas randkurva till skivan D som definieras av 22 + y?> < 9 och denna skiva har den
uppéatriktade normalen (0,0,1). Rotationen av filtet F = (—y, 22, z) blir

i j k
o) o) o)

VxF= o9z aiy 92 :(0,0,2$+1)
—y oz

Vi far nu via Stokes sats att

Fer= V xFe(0,0,1)dA = (22 +1)dA = 0+ 7(3%) = 9.
Jree=]f, 11,



