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Skrivtid: 5 timmar. Hjalpmedel dr formelbladen fran insidan av Pdrmen i Adams Calculus,
dessa formler bifogas tentan.

Losningarna skall vara fullstandiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anviénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Beriikna gradienten i pg = (z,y, z) = (1,1, 1) till funktionen f(u,v,w) = u?v + vw dir

u:ny, v:y+22, w:xyz2

. Berékna och klassificera de kritiska punkterna till

f(z,y) = lm(:c2 + 9% + 1).

. Hitta maximala arean for en rektangel inskriven i en ellips pa formen

R (1)

En utgangspunkt bor vara att rektangeln ar parallell med ellipsens huvudaxlar.

. Beriikna flédet av filtet F = (32,2 — 2,y + 2%) genom ytan S av parallellepipeden som

spanns av vektorerna vy = (1,1,1), vo = (1,0, —1) och vz = (1, -2, 1).

. Beriikna linje integralen av vektorfiltet F = (22 +y?2, 2zy) lings kurvan C' som parametris-

eras av
r(t) = (—tcos(nt),sin(nt)), 0<t<1

fran (0,0) till (1,0)



6. Berdkna fffD (22 412+ 2?)dxdydz, dir D ir enhetsklotet som definieras av x? 472422 < 1.

7. Berikna flodet av vektorfiltet F = (x,y,3) ut fran omradet 7" som begransas nedat av
paraboloiden z = 22 + y? och uppat av planet z = 4. Se figur 1

Figure 1: Omradet T i uppgift 5. Pilarna markerar omradets ytas yttre normaler.

8. Berdkna kurvintegralen
%(Qaty — 2% + y?sinzy?)dx + (z + y? + 22y sin zy?)dy,
~

déir v #r den positivt orienterade randkurvan till omradet 22 < y < \/z.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, Ovningstenta vt2013 nrl.

1. Vf|p = (6,12,8)

2. (0,0) &ar enda kritiska punkten och denna ar ett lokalt minimum.
3. Maximala arean blir 1.

4. Flodet blir 18

5. Man verifierar latt att faltet ar konservativt och ar darfor oberoende av vilken vag man
integrerar efter.

6. Integralen blir 47/5
7. Flodet blir 167

8. Integralen blir 1/30



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, évningstenta vt2013 nrl.

1. Vi behover berdkna Vf = (0f/0x,0f/0y,0f/0z). Kedjeregeln ger

OF _070u 0f 00 0f 0w, i a
8x_8u8m+6vax+8w8x_2xy (y+2°) +yz° (y + 2°)
of _o0fou _9fov _9f ow
Oy Oudy Ovdy Owdy
af_af% af@ of ow

9z 9ud: 0oz dwor 205y o 2y o 2ayz (y + 27)

= 22yt + da?y? (y + 2%) + ay2® + 222 (y + 27)

Utrdknat i pg sa far vi att
V flpo = (6,12,8)
2. Kritiska punkter ger att gradienten blir noll. Vi berédknar gradienten

2x 2y
2?2 +y?+ 17224+ y2+1

V= )
De bada komponenterna &r noll precis om bade x = 0 och y = 0. For att klassificera kritiska
punkten sa berdknar vi andraderivatorna

Pf 207+ 2742
0r? (22442 +1)°
0? —2x% + 2y% + 2
TJ; = ( ;U +2y 1—:2 = i kritiska punkten = 2
Y T4+ y° +

2
4
o°f = _ it 5 = 1 kritiska punkten =0
Oyox (22 +y2+1)

= i kritiska punkten 2

Eftersom andra derivatan m.a.p. forsta variabeln ar positiv och determinanten fér Hessianen &r
storre &n noll (den &r 4) sa ger andraderivatatestet att den kritiska punkten (0,0) &r ett lokalt
minimum.

3. Utgaende fran situationen i figur 2 sa har vi att z och y ar ickenegativa och att arean for den
inskrivna rektangeln &r fyra ganger arean for den lilla rektangeln i forsta kvadraten. var area
ar alltsa

A(z,y) = 4dzy.

Denna areafunktion ska optimeras givet att punkten (x,y) ligger pa ellipsen 2—; + z—j =1 Vi kan
beskriva problemet som att vi ska hitta kritiska punkter for Lagrangefunktionen

L(z,y, \) = dzy — M(b%2? + a*y* — a®b?)
dér vi skrivit om ellipsekvationen (1) genom att multiplicera bada led med a?b?. Omskrivningen
gor att vi slipper brakrakning i nagra av de uttryck som foljer. For en kritisk punkt sa ska forsta
ordningens partialderivator vara noll:

oL 2y
— =4y — 2\b%x = A=~
ox Y r=0 = b2z
L 4
6—:4:672)\612@/:0 :>)\:—x
Oy ay

L
g)\b2x2+a2y2 — 22



Figure 2: Ellipsen och den inskrivna rektangeln for var uppgift.

De tva forsta ekvationerna ger att b2z? = a?y? som leder till att = = ay/b. Sitter vi in detta i
ellipsens ekvation (som ju &r tredje villkoret, derivatan med avseende pa A sa far vi

a
V2’
(den negativa 16sningen forkastas hir eftersom vi soker positiv 16sning). Fran detta foljer det

direkt att y = % och arean blir 4xy = 2.

?=d?/2 = z=

4. Flodet bestams av flodesintegralen

//SFodS

Ytan bestar av 6 delar och det blir langa rdkningar om vi ska utfora dessa genom direkta
rakningar. Har maste vi vara smarta och anvianda Gauss sats (divergenssatsen). Denna sats ger

0ss att
///voFdV://F.ds,
4 S

dar V ar volymen som ytan S innesluter.

I vart fall har vi att OF OF OF:
F=_1 2 2 =34+0+0=3

Vi far darfor att integralen 6ver volymen blir

// VOFdV:///3dV:3~volymenaVV
=V

Volymen av parallellepipeden ges av determinanten

1 1 1
V=l|det| 1 0 -1 =6
1 -2 1

En observant tentand noterar forstass att de tre vektorerna ar ortogonala sa vi har ocksa att

V= |lor]] - [Jva]] - |Josl| = V3 - V2 - V6 = 6

Hur som helst far vi saledes att flodet genom ytan blir 3 -6 = 18.



5. Direkt integration

/For’dt
c

blir ganska komplicerat. Eftersom vi har att
oF 1 8F2
Ay Oz
sa ar faltet konservativt och dr inte beroende av vilken vég vi integrerar 6ver. Vi kan darfor
integrera langs med segmentet s pa z-axeln fran 0 till 1. Parametriseringen blir:

V(t) = (£,0), = +'(t)=(1,0)
Integralen blir da

/F('y(t)) o/dt = /01(215,0) o (1,0)dt = /01 otdt = 3|} = 1

Alternativt sa kan berdkna potential funktionen ¢(z,y) (som finns eftersom vi har ett kon-
servativt falt och och den kan beriknas ur egenskapen att F = V¢.) Denna potentialfunktion
blir ¢(z,y) = 22 + y>x och med denna far vi att

/F.r'dt:¢(1,0)—¢(o,0):1-0:0
C

6. Idén ar att anvinda sfariska koordinater och da blir integralen

T 27 1 4
/ / / r2. \7“2 sin g|drdfde = -- - = il
o Jo Jo 5

7. Det totala flodet &r summan av flodet genom den Gvre cirkelskivan S7 som definieras av
22 + 9% < 4 och flddet genom paraboloiddelens randyta Ss.

Vi beréknar forst flddet genom S; som har normalvektor ny = (0,0, 1).
Flodet genom S; blir

// FenidS = // 3dS = 3 - cirkelskivans area = 127
Sl Sl

For paraboloiden sa &r det viktigt att se till att vi far en yttre normal till So. Eftersom ytan ar
grafen till funktionen z = 22 + %2 sa har den en naturlig parametrisering o(z,y) = (z,y, 22 +2).
En normalvektor till ytan blir kryssprodukten av parametriseringens partialderivator

Jo 0o 0z 0z

o X g = (g5 1) = (<20, -2, 1)
men denna pekar inat i figuren. Yttre enhetsnormalvektor blir i stéllet ng = —IN/|N| som alltsa
har motsatt riktning mot N. Ytelementet blir dS = |N|dzdy

Flodet genom Ss blir nu

// FenydS =
Sa

- // F ¢ N/|N||N|dzdy = // (222 + 2y — 3)daxdy = [ polira koordinater | =
D D
2r 2
/ / 2r? — 3)rdrdf = 4r.
o Jo

8. Idén ar att anvinda Greens sats och 6verfora det hela till en dubbelintegral som blir

1 oz )
// (1—2:1:)dxdy—/ / (1 —-2z)dydx =+ = —
D 0 Ja2 30

Totala flodet blir alltsa 127 + 47 = 167.



