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Skrivtid: 09:00-14:00. Inga hjédlpmedel férutom bifogad formelsamling. Losningarna skall vara
fullstdndiga och ldtta att félja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anvand ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Den héar uppgiften handlar om funktionen v(x,y) = (z + y)e*t?. Beridkna vinkeln mellan
gradienterna till v(z,y) i punkterna (0,0) och (1,1).

2. Beriikna riktningsderivatan Dy u av funktionen v = u(x,y,z) = xyz i punkten M, =

(Zo, Yo, 20) = (1,—1,1) i riktningen mot punkten M; = (z1,y1,21) = (2,3,1)

3. Berdkna volymen av det omrade som ligger nedanfoér planet z = 3 — 2y och ovanfor
paraboloiden z = 22 + y2.

4. Den har uppgiften handlar om en rektangel som &r inskriven i en cirkel, se figur 1. Visa att
den inskrivna rektangel som har maximal area ar en kvadrat.

A

Figure 1: Figur till uppgift 4

5. Berdkna flodet av vektorfaltet F(x,y,z) = (x,y,3) ut fran omradet som begrinsas av
paraboloiden z = 22 + y? och planet z = 4.



6. Krokning x for en parameterkurva 7 = 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) kan berdknas enligt

dér en eller tva prickar ovanfor indikerar en eller tva tidsderivator. Berékna krokningen for
parameterkurvan
7(t) = (acost,asint, ht)

7. Beridkna % och g—z da x, y och z ar kopplade via ekvationen

arccos (y) =y + In(x2)
z

8. Lat S vara den del av cylinderytan y? + 22 = 16 som ligger i forsta oktanten och som ligger
mellan planen z = 0 och z = 5. Beriikna flodet av filtet F(z,y, z) = (3222, —z, —y) riktat
bort fran x-axeln och genom ytan S.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, 20160609.



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 20160609.

1. Vi berdknar gradienten till v:

ov 0
Volo) = | G G| = b ) (@ )] = oy DL
z’ Jy
Eftersom gradientvektorn pekar i riktningen [1, 1] oberoende av x och y (endast gradientvektorns
belopp éndras), i de bada punkterna sa ar vektorerna i vara punkter parallella, dvs vinkeln mellan

dem ar noll.

a=Vv(0,0)=[1,1], b=Vu(l,1)=3e1,1]
Vinkeln mellan tva vektorer kan &ven berdknas explicit mha skalarprodukten:
b 2
asb=|lal|-|bllcoss = coso= oD~ 1 o g0

lall - bl V2 3e2v/2
2. Riktningen vi ska derivera langs, ges av vektorn
a= MM, =M — M, =(2,3,1)— (1,-1,1) = (1,4,0),  |[a]| = VIT.
Gradienten for funktionen i punkten M, blir
Vu|y, = [yz,:vz,xy]Mo =[-1,1,-1]

Riktningsderivatan fér « i a’s riktning far vi mha skaldrprodukten mellan ovanstaende gradi-
entvektor och en enhetsvektor langs a:

a [-1,1,-1]e[1,4,00 3
lall V17 VT

Dm u= Dau = Vu|y, ®

3. De tva ytorna skér varandra:
P24+t =3-2y = 2+@y+1)?% =4
som #r en cylinder med cirkulér tvirsnitt i zy-planet. Cirkelskivan 22+ (y+1)? < 4 kan beskrivas

som z-enkel:
—V4-(y+1)?2 <z <y4-(y+1)? -3<y<l1

Detta ger att var volym kan beriknas med trippelintegralen

y+1)2 3—2y y+1
1= / / / dzdydx = / / — 2y — 2% — yPdady =
VA—(y+1)2 Ja24y2 4— (erl)2

Vi integrerar ju 6ver en cirkelskiva D med radie 2 centrerad i (0,—1). Om vi anvander polira
koordinater med centrum i denna punkt sa far vi x = 2cost och y = —1 4+ 2sint. Vi far

2w 2
I://32ym2y2dxdy://4x2(y+1)2dzdy:/ / 4—r2=...=8r
D D 0 0

4. Vi anvander oss av Lagrange’s multiplikatormetod. Vi ska maximera arean for rektangeln
under forutsattningen att hornen ligger pa cirkeln. Vi stéller upp ett uttryck for arean. Om vi
utgar fran figuren s har vi att arean for den del som ligger i forsta kvadranten ges av zy och
p-g.a. symmetri sa far vi att totala arean ar

A(z,y) = dzy



Villkoret dr att (z,v) ska ligga pa cirkeln, dvs att 22 + y? = 1, eller uttryckt pa pa annat sitt:
By —1=0
VI stéller nu upp Lagrange’s funktion
L(z,y,\) = 4oy + M2 + 42 - 1)

Gradienten till L(z,y, A) ska vara noll, dvs partialderivatorna ska vara noll:

L
oL = 4dy+2z2X=0
ox
L
8— = 4x+2yA =0
dy
oL o 9 B

Loser vi ut A ur de tva forsta ekvationerna och satter dem lika sa far vi
2x 2

Bada dessa mdjligheter ger oss en kvadrat. Bivillkorsekvationen ger da

1
P?4+y?—-1=222-1=0 = z=+—

V2

Dessa tva varden pa z och villkoret att y = +x ger oss fyra mdjligheter fér punkten z,y):

1 1
4+t
Se figur 2.
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Figure 2: Losningspunkternas placering for uppgift 4.

5. Om vi betecknar ytan med S sa ges flodet genom ytan av

//FondS,
s

dar n ar den utatriktade normalen for ytan.

Ytan S bestar av tva delar: parabolytan bildar en skal och planet z = 4 ett lock som
stanger in en volym T (se figur ??7). Eftersom ytan bestar av flera delar sa kan direkt berdkning
av flodet bli komplicerat. Situationen ar dock lamplig for att anvinda sig av divergenssatsen
som ger oss mojligheten att istéllet berdkna en trippelintegral av divergensen av féltet Gver



volymen som stdngs in. Det &r latt att se att volymen &ar z-enkel och kan latt uttryckas i
cylindriska koordinater, vilket gor att denna integral borde vara latt att stdlla upp och losa.

Divergenssatsen ger
[[Fenas=[[[ v rav
S T

V- F=1+1+0=2

Divergensen blir

z begrinsas nedat av parabolytan z = 22 +y? = 2 och uppat av z = 4. Denna del ligger ovanfor
en cirkelskiva 22 + 32 < 4 i (, y)-planet och beskrivs i polira koordinater som att 0 < r < 2
och 0 < 6 < 2, vilket ger att var volym kan beskrivas som

T={(r6z:1m<z2<4,0<r<2 0<6<2n}

och gor att vi kan berdkna integralen enligt

2
// V. FdV = / //2rdzdrd9_..:167r

6. Hir behover vi forst berakna # och 7

7 = (—asint,acost, h)

=

= (—acost, —asint,0)
I = Va2 + 72

Sedan berdknar vi kryssprodukten
i j k
7 xF=det | —asint acost h | = [ahsint,—ahcost,a’]

—acost —asint 0

Léngden av kryssproduktsvektorn blir

17 7| = av/a® + h?

Nu kan krokningen beraknas

|7 x 7| ava? + h? a

K = < = =

P~ (V@ +m)p a2t

-1
1—¢t2°

7. Vi borjar med att notera att derivatan till arccost ar

Vi betraktar likheten

arccos <%> =y? + In(z2) (1)

=Inz+lnz

som att z implicit definieras som funktion av x och y. Vi berdknar partialderivatorna % och

g—; mha implicit derivering av (1)

-1 -y 0z 1 1 0z

/ %)2.z2 or x 2z Ox

L=
Oz \y—v=Z -y 1
ox z z2— T

Detta forenklas till

0z 2z z

0r  a(y— /22— y?)

/ y2



En motsvarande implicit derivering m.a.p. y ger
-1 1 0z 10z
(i %5) ~wt iy
1-(%)

som forenklas till

y 1\ 0z o+ 1 N 0z 2/ 22 —y? + 1

—_— _—= y —_—— —_— =z

Py /22_y2 z | Oy 22_y2 oy y— /Z2_y2
8. Ytans utatriktade ytelement ges av

NdS = 20,2y, 22)dwdy = (0, ——2— 1)dad
= 52U, 2y, 2z)axay = y T 5 xray
2z V16 — y?
Vi har nu att R .
FeN——_—" __ _ Yy
16 — 2

Flodet genom ytan blir nu

X 5 4 2y
FoNdS:// ) dady =
/s 0 Jo \ 16—y2
5 2
:/ (m\/16—y2—2)
0

5
= —/ (4z + 8)dx = —90
0

4
dr =
0




