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. Berdkna volymen av den kropp som begrénsas av grafytan y =4 —x

Antag att f(z,y) = e, x(u,v) = 3usinv och y(u,v) = 4v?u. Lat

9(u,v) = fa(u,v), y(u,v)).

Berdkna partialderivatorna dg/0u och dg/0wv.

. T vilka punkter pa enhetscirkeln x? + 32 = 1 antar funktionen f(x,y) = xy sitt absoluta

maximum och i vilka punkter antar funktionen sitt absoluta minimum?

. Berakna ytintegralen f fg xzdS, dar o ar den del av planet = 4+ y + z = 1 som ligger i férsta

oktanten.

. Beriikna flddet av filtet F' = (3y cos z, 2%e*, 2 siny) genom begrinsnings-ytan for klotet @

som har centrum i (0,0, 1) och har radie R = 1.

2 _ 22 och zz-planet.

.Lat F = [a:cg, by?, 022], a,b,c # 0, vara ett vektorfilt och vektorn A = [b, a, %b]

Bestim alla punkter sadana att graddiv F ér vinkelriit mot A.



7. Lat
zu+yv =1+ Yy, (1)
Yu — TV =T — Y,

Bestam partialderivatorna u,, uy, v, och v,, samt vektorn grad u i punkten (z,y) = (1,2).

8. Lat

—1 - am—
f(uav):E_Fu - U2+02
v
u=u(z,y) =xy och

v=1v(z,y) = Va2 +y?
(a) Bestdm definitionsméngder av f(u,v) som en funktion av u, v och som en funktion av
x,y.
(b) Visa att gréansvirdena

lim u,v) och lim U, v
(xvy)ﬂ(ovo) f( ) (xay)*)(lvfl) f( )

existerar och bestam deras varde.

(c) Visa att f(u,v) ar kontinuerlig pa sin definitionsméngd som en funktion av x,y.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, 2017 06 05.



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 2017 06 05.

1. Vi har att
of . OF 4
o = yeY, By = xe™,
0
o =3sinv, U = 4o,
0
8—:? = 3ucoswv, 0 = 8vu,

Kedjeregeln ger

oy _0f0n 050w _
Ou Ordu 0Oydu

= ye™(3sinv) + ze™ (40?) =

= [anvidnd = = z(u,v), och y = y(u,v)] =[] =

2,2 o .
— 24v2u612“ vTsinY i o)

och pa samma séitt
0y _0for 0for _
ov  Odxdv  Oyov
= [. . .] =

2.2 o
— 12”2,061211 v smv(

v cosv + 2sinv)

2. Max och min existerar eftersom enhetscirkeln ar sluten och begransad. Vi staller upp La-
grangefunktionen:
L(z,y,A) = 2y — A® + 4> — 1)

Gradienten for lagrangefunktionen ar noll i de punkter vi soker:

OL/ox = y—2X\z=0 (2)
OL/0y = x—2\y=0 (3)
OL/ON = 2> +4>—1=0 (4)

Vi l6ser ut A ur (2) och (3) :
Y x 2 2
o o T TSV T o r=dy ()
Sétter vi in detta i bivillkoret (4) sa far vi
9 1
2°=1 = z=+—

V2

For varje z-varde far vi nu tva y-varden och det ger oss totalt sett fyra punkter:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
BT AU LAY R LA U LV ML

Storsta vardet for funktionen xy dr 1/2 och intréaffar ndr bada variablerna har samma tecken

dvs i de tva punkterna :l:(%, %) I de tva 6vriga punkterna :l:(—%, \%

(

) har variablerna olika
tecken och dér har vi minimum —1/2.



3. Vi kan beskriva planet som grafen till funktionen z = 1 — x — y. Den del av grafen vi ar
intresserad av ligger ovanfér den y-enkla triangeln

T={(z,y):0<y<l—z0<z<l}

Eftersom areaelementet kan skrivas som

dS = \/(02/0x)% + (0z/dy)? + 1dydx = V/3dydz,

sa blir var yt-integral

//xzdS f/ /lx 1—z—y dydx_f/ (1 - )2 (1;m)2dz

:/ e +7dg;—[~ | = v/3/24
0

4. Divergensen av filtet ar noll. Gauss sats ger da att

/AQFondS:///Q&%EdV:O

5. Betrakta omradet som y-enkelt:
{(z,9,2) : 0 <y <4—a®—2% 2%+ 2% <4},

Da kan volymen beskrivas som foljande trippelintegral, dir vi anvander poléra koordinater for
att beskriva mangden i xz-planet

4—x2—22 2 2 pd—r?
/ / / dydzdz = | Polara koordinater | = / / / rdydrdf =
x2422<4 J0 0 0 Jo
2 2
:/ / r(4—rYdrdd =[] = 8r
o Jo

6. Vi har

div F=VeF = 2(a:L'?’)

5 0 —(by?) + (;92( 2?) = 3ax? + 2by + 2cz

Oy

grad divF = V(V e F) = 52(36&2 + 2by + 2cz), §y(3aa:2 + 2by + 2cz), i(3aw2 +2by + 2¢z) | =
= [6ax, 2b,2c] = 2 [3azx, b, ]
Vektorfiltet [y = grad div F' &r vinkelrit mot A om skalirprodukten
Fy o A = 6abx + 2ba + 2ab = 2ab(3z + 4) = 0,

alltsd om = = —% och i denna punkt har vi Fy = 2[—4a, b, d].

7. Vi deriverar forsta och andra ekvationen i (1) m.a.p. x och far

U+ XUy + Yv, = 1, N Uy +yv =1 —u
YUy — UV — TV, = 1, YUy — TV = 1 + 0,



Vi I6ser systemet m.a.p. u; och v,

{ uxz—%,

z2+y
_z(l4v)—y(1—u)

Vg = T2 y? )

Vi deriverar nu forsta och andra ekvationen i (1) m.a.p. y och far

Tuy +v +yvy =1, _ TUuy +yvy =1 —w, (8)
U+ Yuy — vy = —1, Yy — Ty = —1 —u,

Vi loser systemet m.a.p. u, och vy,

" — _J:(v—l)-i—y(l—i—u)

y 2212 5 (9)
v, — z(14u)+y(1—v)

Y :C2+y2 )

Los nu ekvationssystemet
zu+yv =z +vy,
Yyu — T = — Y,

for att bestdmma u och v,

_ x4 2zy—y?

U= "2y 11

_ —x? 2yt ( )
L

och fa

1

:_m[a:—y—(:cu—i—yv),y—x—i—xv—i—yu].

I punkten (z,y) = (1,2),

2ty T 144 T
_ —a?2xy+y?  —14444
- x2+y2

(12)

u = 2 42xy—y? _ 144—4 _
v

gradu(1,2) = —1[1-2— (1 +20),2—1+1+2}] =-1[-4 4]

8. (a) Definitionsméngden D,, av f(u,v) som en funktion av u,v ar {(u,v) : v # 0,v # —1}.

Definitionsmangden D,,, av

; Ty oy —1
flz,y) = f(u(z,y),v(z,y)) = = + —— VTR 22+ 2
V22 Vel 2+l

som en funktion av x,y &r alla (z,y) # (0,0).

(b)
ey Sl 9) v(z,9) =
— (x’y)lifg7—l) \/{L'fyTyQ + (m,y)l_if?l,_l) \/‘%ygl_’_l - (m,y)l_i>l?17_1) x2:g2 + $2 + y2 _
1 2
V2 VEZel V3



Grénsvirdet  lim  f(z,y) existerar och lim  f(z,y)=0—1—-0=—-1 ty
(2,9)—(0,0) (=,y)—(0,0)
gransvardet

lim  fi(z,y) = lim oy

(z,y)—(0,0) (2,9)=(0,0) /a2 4 2

existerar och blir noll eftersom

2 2 2 2
x—;y o< w4y 1 ey

TV T 2Ry 2
1
0§|f1(x,y)|§§\/m och lim \/W:(),

(z,y)—(0,0)

lzy| <

Funktionen f(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) ir kontinuerlig pa sin definitionsméngd R? \ (0, 0)
som en superposition, dvs att de &r summor av kontinuerliga funktioner:

och

—1
TRYZ T —" i

Va? + 2 ey 41




