)‘ HOGSKOLAN
1 GAVLE For distans och campus

ATM-Matematik FLERVARIABELANALYS
Mikael Forsberg ma012b
0734-41 23 31 2014 08 13

Skrivtid: 09:00-14:00. Inga hjilpmedel, forutom den bifogade formelsamlingen. Ldsningarna
skall vara fullstindiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anvénd ej baksidor. Skriv namn och personnummer pa varje inlimnat blad.

1. Hitta och klassificera alla kritiska punkter till funktionen f(z,y) = 2?y(2 — z — y)

2. Vi har funktionen f(z,y, z) = 2%y + yz + 22
(a) Berdkna riktningsderivatan for funktionen i p = (1, —1,1) i riktningen (1,0, 1).

(b) En myra kryper pa planet x + y + z = 1 genom punkten p. Antag att myran kryper
sa att f halls konstant. I vilken riktning kryper myran da den passerar genom p?

3. Ett postforetag levererar bara paket i form av rektanguldra lador med midja och héjd
uppfyller vissa villkor. Midjan dr omkretsen av ett horisontellt tvérsnitt. (Se figur 1.)Vilkoret
som paketet maste uppfylla dr att summan av midjan och paketets hojd far vara hogst 120
cm. Beridkna den storsta volym som en sadan lada kan ha.
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Figur 1: Postforetagets rektanguléra lada, definitioner.

4. Ekvationerna

y = 3uv + 202

r =ud—uw
{ (1)

definierar u och v implicit som funktioner av x och y néra punkten P = (u,v,z,y) =
(-1,,2,1,2).

Berakna % och %Z iP.



. Berdkna

// rcosy dA,
D

diar D ar det dndliga omrade i forsta kvadranten som begrinsas av koordinataxlarna och
kurvan y = 1 — 22

2

. Beriikna arean av den del av konen 22 = 22 4+ y? som ligger inom cylindern 22 + y? = 2ay.

.Lat F = (2,0, 22). Berikna flodet av detta filt genom den del av ytan z = 22 + y? som
ligger ovanfor rektangeln R={-1<z<1,-1<y <1}

. Berakna

%ny dx — zy? dy,
C

dir C dr den medurs orienterade randen till omradet 0 < y < /9 — 2.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, 2014 08 13.

1. (0,y) for alla y &r en obestdmbara kritiska punkter (en hel linje) (2,0) &r en sadelpunkt och
(1,1/2) &r ett maximum.

)

3. 2 =y = 20cm, z = 40 cm. Volymen blir 16000 cm? eller 16 liter.
4. 3¢ = —50ch §¢ =11 P.

l1—cos1
5. lzcosl

6. 2may/2



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 2014 08 13.

1. Vi berdknar derivatorna:

of

o __ 2 — 4
5 xy(3z + 2y — 4)
of 9

ar_ 2 — 2
9 x(x+ 2y — 2)

Vi far att (0,y) &r kritisk punkt for alla virden pa y. Om y = 0 sa far vi z = 2 fran faktorn
x+2y—2sa (2,0) dr kritisk punkt. For o # 0 # y sa géller att bada faktorerna 3x + 2y — 4 och
x + 2y — 2 maste vara noll vilket leder tillpunkten (1,1/2) &r en kritisk punkt.

Vi klassificerar punkterna med hjilp av andraderivatatestet. Lat oss borja med att berékna
andraderivatorna

’*f

*f 2
a7 =

82

C'?:Uﬁfy = —z(3x +4y — 4)

Vi sammanstéller resultatet fran andraderivatatestet i féljande tabell.:

kritisk punkt spar determinant | typ av kritisk punkt
(0,9) 4y — 2y° 0 degenererad
(2,0) 0 -16 sadel
(1,1/2) -3/2 2 max

Tabell 1: Resultatet fran andraderivatatestet.
Situationen kan ses i figur 2



Figur 2: Grafen till funktionen f(x,y) = 2%y(2 — x — y),

Kritiska punkterna (0,y) ligger pa den svarta linjen och vi har att funktionen &r kon-
stant pa denna linje. Detta gor att vi pa den svarta linjen inte har strikta max, min eller
sadelpunkter.

Tittar man noggrant sa ser vi att for varje fixt y sa dr andra derivatan map z lika med 2y(2 —y)
och denna derivata dr positiv om 0 < y < 2 och negativ om y < 0 eller om y > 2. For varje
fixt y sa ger andraderivatatestet i en variabel sa ger detta att vi har minimum dér derivatan
dr positiv och max dér derivatan &dr negativ. Men max och min i detta fall dr inte helt strikt
eftersom funktionen ér konstant lings linjen (0,y). Det é&r detta som degenererad betyder i
detta fall.

Kritiska punkterna &r minima mellan de tva svarta punkterna. Utanfor har vi maxima.

I de svarta granspunkterna (0,0) och (0,2) har vi sadelstruktur eftersom funktionens vérden
okar i vissa riktningar och avtar i andra.

Den réda punkten ér (2,0,0) (sadel) och den bla dr (1,1/2,1/4) (max).



2. (a) Gradienten till f:

Vf=Q2vy,2®+2zy+22) ip=(1,-1,1)= Vfl,=(-2,2,1)
Riktningsderivatan D,, f i riktningen u = (1,0, 1) dr skaléirprodukten mellan ovan beréknade
gradient och en enhetsvektor i riktningen wu:

u (—-2,2,1) e (1,0,1) 1

lTull ~ V2 V2

(b) Om myran kryper pa planet pa sadant sétt att f &r konstant sa betyder det att myran
kryper lings skdrningslinjen (se fig 3) mellan planet och den aktuella nivaytan.

D.f = vf|p.

20

Figur 3: Figur som visar nivaytan f = —1 och z+y+ 2z = 1 och dess skédrningslinje och punkten
b= (17 _17 1)

Riktningen kommer dérfor vara vinkelréit mot bade planets normalvektor n = (1,1, 1) och
mot gradienten till funktionen i punkten p. Riktningen kan darfor berédknas som krysspro-
dukten V fl, x n:
i
Vflpxn=(-2,21)x(1,1,1) =det | -2
1

=N e

Kk
1| =(1,3-4)
1

Myran kryper alltsa lings den linje som denna vektor spanner upp men vi vet inte om den
kryper i positiv eller negativ riktning map vektorn sa darfor blir svaret att myran kryper
i riktninen +(1,3, —4).

3. Vi har den rektangulidra ladans sidor givna som z, y och z. Var uppgift &r att maximera
volymen V' (z,y, z) = x - y - z under bivillkoret att

20 + 2y +2 =120
———

= midjan



Vi stéller déarfor upp Lagrangefunktionen:
L($7y7 2, )‘) = TYz — )\(233 + 2y +z— 120)

Nu soker vi kritiska punkter till Lagrangfunktionen, vilket kréaver att vi hittar virden pa vari-
ablerna som gor att Lagrangefunktionens partialderivator blir noll:

L
or
8—L = zz—2A =0 = 2A=uxz
Ay
L
8— = zy—A=0 = 2\=2y
0z
oL

De tre forsta ekvationerna av detta system ger att z = 2z = 2y som insatt i bivillkorekvationen
(den fjidrde partialderivatan till Lagrange) blir 3z = 120. Vi far att = 20, y = 20 och z = 40
och den maximala volymen blir saledes

V =20-20-40 = 16 000 cm?
Uttrycker man sidorna i dm sa har vi volymen
2-2-4=16 dm® = 16 liter
4. Ekvationerna definerar en funktion
F(u,v) = (Fy(u,v), Fy(u,v) = (u® — uv, 3uv + 20°
(u,v) = (Fi(u, ), Fa(u,v) = ( : )
=x =y
som tar oss fran ett u, v rum till ett x, y rum. Uppgiften soker partialderivatorna till den inversa
funktionen (u,v) = F~(x,y) som 6verfor fran x,y rummet till u, v rummet.
Det &r troligen svart att berikna denna inversa funktion explicit men vi kan utnyttja att i

en viss punkt sa dr derivatamatrisen till den inversa funktionen inversen till derivatamatrisen

till F.

Vi har
oF1  0F or Oz 1 1
, ou ov ou  Ov
ory  OI%p 9y Oy 6 5
ou ov P ou Ov 4 p

Inversen till denna matris blir
-5 1
7]

Och detta &r nu derivatamatrisen till ! i punkten P. Det foljer nu att forsta raden &r parti-

. u ou - P
alderivatorna ' och 5y 1 P, som vi sokte.

Alternativ 16sningsidé:

Man kan derivera ekvationerna (1) implicit med avseende pa x och y och man far i sa fall
4 stycken ekvationer i de obekanta partialderivatorna. Allting utrdknat i punkten P ger oss
systemet

-1 1010-%-
0101 ou

0 oy
1605 0 o0

0 r
. 06 05 .



Som ger oss l6sningen

du

v
o 6

Qv —1

5. Integrationsomradet kan skrivas som
D={(z,y):0<z<1,0<y<1-2%

varfor var integral kan skrivas

1 pl—a? 1
/ / x cos ydydr = / zsin(l — z?)dz
o Jo 0

, du:—2xdaz—>da§:—%du, r=1—-u=0, z=0—-u=1

Gor substitutionen

u=1-2°

som gor att var integral blir

1[0 1! 1 b 1—cosl
—2/1 sinudu:2/0 sin udu = |:—2C08u:|0:2(—COSl—(—COSO)):;OS

6. For positiva z sa kan vi beskriva konen som grafen till funktionen 2z = /22 + y2 som har xovmic arrvi

. . OCKSA HAR EN
parametrlserlngen DEL AV KONEN DA

z2<0
r(z,y) = (z,y, V22 + y?)

Dess partialderivator:

o oy T 1,
8x ) ) /7m2+y2 b 8y ) ) /—x2+y2

Partialderivatornas kryssprodukt (som behovs for att berédkna ytans areaelement):

X T = () 1)
Areaelementet blir
or Or
dS = || =— x —|| dedy = V2 dady = V/2r drdf
or Oy
—_——

=2
Nu behover vi beskriva cirkelomradet som var kondel ska ligga ovanfor. Detta &r cirkeln
22 +y? =2ay ipolira koordinater %= 2arsind = r=2asind

, som man kan noterar (via kvadratkomplettering) kan skrivas som 2?2 + (y — a)? = a? som &r

en cirkel med radie a centrerad i (0, a). I poldra koordinater sa beskrivs denna cirkelskiva som

{0 <r<2asinf, 0<6<m}



Figur 4: Observera att konen har tva delar. Konen har alltsa tva delar som ligger inom cylindern!

Var area for den positiva konen blir

7w p2a®sinf T T
2 : 2
/ / V2 1 drdf = £/ [r2)2asinfgp — \/—_/ 4a? sin® 0dh =
0 0 2 0 2 0

s
:4a2\/§/”1—00529d9:a2\/§ o_ sin 20 _
2 J 2 2
——
=0 i0ochm]g

= ma’V/2

Detta ér arean av den 6vre kon-delen. Kom ihag att konen har tva delar (se figur 4), en for
positiva z och en for negativa. Den nedre &r precis lika stor, tack vare symmetri, och den totala

arean for konen inom cylindern blir alltsa 27a?v/2.

7. Se foreldsning 14 slide nummer 8.

8. Anvind Greens sats. Vi har filtet F' = (22y, zy?) och Greens sats ger oss direkt

%:ﬂydw—xyz dy:%Fl de + F» dy =
C C

[ Anvéind Greens sats |

= _/ (@ -~ @) dA = / Y + (a%)dwdy = / a® + y*dudy,
p \ Oz dy D D

9



dér minustecknet efter tredje likheten kommer fran att vi har en medursorientering. Kom ihag att
positiv orientering alltid &r moturs. Omradet D (som ju &r en halvcirkel) kan enklast beskrivas
mha poldra koordinater som {0 <r < 3,0 < 6 < 7} och efter ett byte till poldra koordinater sa

blir var integral
T 3
1
/ / r3drdf = slm
o Jo 4
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