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Skrivtid: 09:00-14:00. Inga hjalpmedel, forutom den bifogade formelsamlingen. LoOsningarna
skall vara fullstindiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anvand ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Genom att valja varde pa talet d sa har planet 3z — 2y 4+ 5z = d chansen att vara ett
tangentplan till enhetssfiren 22 +y? + 22 = 1. Bestdm de punkter pa sfiren déir planet kan
tangera och de viarden pa d som da krévs.

2. Avgor om x och z ar implicit definierade som funktion av y via féljande ekvationssystem

P +ay+yt+2° =
z+ady+ayd +22d = 0

i punkterna p = (1,—3,0) och ¢ = (2,—1,1)

3. Berdkna och klassificera alla kritiska punkter till funktionen

f(z,y) = 922 + zy + 35z + 4> — 6y + 38.

4. En rektangular lada ska byggas dar man utnyttjar befintlig véigg och golv som tva av ladans
sidor. Ovriga 4 sidor skall byggas med K kvadratmeter material. Hur stor volym kan ladan
hogst innesluta. Se dven figur 1:

Figure 1: Ladan har marken som botten och vaggen som bakre sida.



5. Lat omradet €2 vara det begrdnsade omrade som begrinsas av de fyra linjerna = + 3y = 1,
x4+ 3y =3, 3x+ 2y = —1 och 3x + 2y = 2. Anvénd en dubbelintegral for att berdkna
arean av omradet. Om Du kan sa anvind gérna Linjar algebra for att checka ditt svar, men
uppgiften gar ut pa att rdkna ut arean med hjalp av en dubbelintegral, och det ar detta
som kommer att bedémas.

6. En parfymflaska har designats i form av tva ”apelsinklyftor” sammanfogade med en timglas-
form. Designparametrar ar angivna i figur 2. Berékna volymen for de bada apelsinklyftorna.

'z 'y

Figure 2: Vinklarna oo = 7/6 och =
y-axeln. Den hégra figuren &r en vy rakt uppifran.

. I vénstra figuren ser vi flaskan i en vy fran negativa delen av

8-

7. Planet y + z = 1 delar sfiren 22 + 4% + 22 = 1 i en storre och en mindre del. Berikna
arbetet som utfors nir man ror sig ett varv runt skarningscirkeln mellan planet och sfaren,

dvs berakna
]{ Fedr,
C

dar F = (y, 2z, —x)
8. Berdkna flodet av faltet

F=(z+e ¥, y+In(zz), In(zy) )

genom randytan 97 till tetraedern T' som begransas av koordinatplanen x = 0, y = 0
z =0 och planet § +y+ 2= 1.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, 2014 0610.

1. Tangeringspunkter &r j:\/%(& —2,5) och d = £/38

2. z kan inte skrivas som funktion av y i punkten p men x och z kan bada skrivas som funktion
av y 1 punkten gq.

3. Enda kritiska punkten (—2,1) &r ett minimum.

4. Maximala volymen blir 2 (%)3/2

5. Arean blir g.
6. 2/3.
7.

8. Flodet ar 1



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 2014 0610.

1. Sfiren kan skrivas som nivaytan F = 0 for funktionen F(x,y,2) = 22 + 32 + 22 — 1 vilket
ger att ett tangenplan i en punkt pa sfiren har denna funktions gradient som normalvektor i

punkten. Gradienten blir
VF = (2z,2y,2z)

For att vart plan ska tangera sfaren sa maste planets normalvektor n = (3, —2,5) vara parallell

med gradienten i tangeringspunkten. Detta ger oss villkoret

k k
VF=k-n = (22,2y,22)=k-n = (x,y,2)= 5= 5'(3,—2,5)
(z,y, z) ska ligga pa sfaren och vi far da att
<k>2 (32+(-22+5)=1 = k=+ 2 _ 4 2
2 —_— || V38
=|In][?

Punkterna dér planet kan tangera blir nu

k n 1

(,y,2) == - n=+—=+—(3,-2,5)

2 [lnf| /38

Genom att sdtta in dessa punkter i planets ekvation sa kan vi berdkna d:
e _ _ n _ |nf*_ _
d=3r—-2y+5z=ne(x,y,z) = noiH e + - +||n|| = £v38
n n
2. Linjirisering av ekvationssystemet i en punkt p = (a, b, ¢) ger
(32% + y)lp(z — a) + (z + 2)p(y — b+ (22)|p(z — ©)
(14 32% +° + 23 p(x — a) + (x + 2%)|,(y — b+ Bz2?)|p(z —¢) = 0,
som i vara punkter ger oss systemen:
I punkten p = (1,—3,0) far vi systemet
-5y = 15

-35r+2y = -29

som péa matris form blir
0 -5 0|-15 -35 2 0]-29 100—%
-35 2 0]-29 0 -5 0|-15 010%

Fran detta ser vi att vi kan 16sa ut x och y som blir konstanta funktioner med avseende pa z. z

kan inte skrivas som funktion av y
I punkten ¢ = (2,—1,1) far vi systemet

llz4+22z = 24
—11x +10y + 62 = 22

KOM IHAG ::

nen = ||n||?

GLOM INTE
Z-VARIABELN ...



som péa matris form blir GLOM INTE

Z-VARIABELN ...

11 0 2|24 1 0 2|2

11 | 11
4 23
~11 10 622 01 4|2

Fran detta ser vi att vi kan 16sa ut z och y som blir funktioner med avseende pa den fria variabeln
z. Ett byte av kolonnerna tva och tre visar att y kan vara fri variabel for systemet och att x och
z kan uttryckas som funktioner av y. Implicita funktionssatsen ger nu att samma sak ar sant
for det ickelinjara systemet.

3. Berakna gradienten
Vf=(18z+y+35x+8y—6)

I en kritisk punkt ska gradienten vara noll vilket ger féljande linjara ekvationssystem

r+8y = 6
18 +y = -35

Systemets matrisform blir, som vi radreducerar och far:

1 8| 6 1 0]-2
18 1]-35 0 1] 1
vilket alltsa leder till att vi funnit den kritiska punkten (z,y) = (=2, 1).
Nu behover vi klassificera punkten, vilket vi gor genom att berédkna funktionens hessianmatris
i punkten. Denna blir
18 1
m=[

Eftersom determinanten blir det H = 143 > 0 och sparet blir 26 > 0 sa har vi att var kritiska
punkt blir ett minimum, nagot som figur 3 ocksa verifierar:
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Figure 3: Grafen till funktionen f(x,y) = 922 + xy + 35z + 4y? — 6y + 38 ser ju ut att ha ett uppenbart
minimum.

4. Vi infor koordinater for ladan enligt figur 4 Volymen for ladan blir da V(z,y,2) = x -y - 2.
Aren for ladans sidor blir A(z,y, z) = 2xz + xy + yz sa vart problem blir att

Maximera x-y-z under bivillkoret 2xz+azxy+yz=K
Lagrangefunktionen for detta problem blir

L(z,y,z,\) =xyz — A2zz + 2y + yz — K)



Figure 4: Definition av ladans koordinater

I en kritisk punkt for vart problem sa ska partialderivatorna vara noll:

O:gi = yz—2z4+y)A = % =2xz 4+ xy (1)
O:(;ZI// = zz—(x+2)A = %:xy%-yz (2)
O:% = a2y— 2z +y)A = %zZmzwLyz (3)
0:% = 2rxz4+ay+yz— K (4)

Vi har nu att (1) och (2) ger att y = 2z och att (1) och (3) ger att x = 2z och att (2) och (3)
ger att y = 2z.
Sétter vi nu in att y = 2z och z = x i (4) sa far vi att

K | K
20° +22° +22° = K = x2:€ = r=\/%

eftersom vi bara scker positiva l6sningar.
Detta ger oss att de Ovriga sidorna blir y = 24/ % och z = \/% och den maximala volymen

blir alltsa
K K [K K |K K\%?
Ve = 2=y =2y = =2 =
6 6 6 6V 6 6

5. Vi ritar upp integrationsomradet i figur 5
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Figure 5: Figur till uppgift 5. Integrationsomradet i xy koordinater dr begranst av de fyra linjerna i
vanstra figuren. Den hdgra figuren visar omradet nér vi bytt till uv-koordinater.

Uppgiften forenklas mycket om vi gor variabelbytet

u = x+3y
3z + 2y



ty da kan integrationsomradet skrivas som {1 < u < 3,—1 < v < 2}. Vi maste dock 16sa ut
och uttrycka x och y som funktioner av u och v. Detta ger att

1

xr = ?—2u+3v (5)

- 53 (6)
y = Zdu—v

Som matrisekvation blir detta system

HEIEN

och determinanten for matrisen till hoger kommer att behdvas vid variabelbytet i integralen:

11 -2 3 1
det7[ 3 _1]—detJ——7
—J
Var integral blir nu
2 3 1 2 3 6
/ dA:/ / |detJ|dudv:/ / dudv = £
—1J1 7 —-1J1 7

Q

6. I sfariska koordinater sa kan en av klyftorna beskrivas som
Q={0<r<1,7/6<¢<51/6,0<6<1/V3}

Volymen ges da som integralen

1/vV3 pbm/6 1 1
///dvz/ / /r2sin¢drd¢d9:---:
) 0 76 Jo 3

och sa har flaskan tva delar och den totala volymen blir darfor 2/3.

7. Idén ar att anvanda Stokes sats for att Gverfora linjeintegralen till en integral Gver skarnings-
cirkelskivan. Se figur 6 for vissa detaljer.

7{ F e dr = [ Stokes sats | = // VxF e NdS = NoteRa =
C v Y N = n/||n]|
cirkel- :(0,1,1) =(071,1)d$dy dS = ||n||dzdy
skivan

= [ cirkelskivans normal &r (0,1, 1) eftersom den &r en del av planet y + z = 1] =

1
—2//dxdy—2~ cirkelns area =2-7-(—=)? =7
V2

cirkel-
skivan

8. Genom att anvinda divergenssatsen sa ges flodet

I:O/T/FodS:/T//VoFdV

7



Sfaren som den ser

utiyz-planet A% Planet y+z=1 som

‘‘‘‘‘ - det ser ut i yz-plan-
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L i skarningscirkeln

S

skarningscirkeln .
som den serutiyz
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Figure 6: Skédrningen mellan cirkelskivan och sfaren som det ser ut i yz planet. Notera cirkelns centrum
ligger i yz-planet och dess position i denna figur definierar cirkelskivans radie. Det foljer fran figuren och

Pythagoras sats att skarningscirkelns radie dr %

Eftersom divergensen for vart falt blir
Vel =2

sa blir vart flode

I= /// 2FdV =2 - volymen av tetraedern = [ formel %bc |=2-

Tetraederns volym kan ocksa berdknas med trippelintegralen

1—-2/3 pl—y—z/3 1-z/3 1- x/3
/ / / dzdyda:—/ / 1—xz/3— ydydx—/ [1—x/3)y —y°/2],
0

=2/0<1—x/3> Jade = 2 [~(1— /3T =

l\DM—t



