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Skrivtid: 09:00-14:00.  Hjidlpmedel ar formelbladen fran insidan av Parmen i Adams Calculus, dessa
formler bifogas tentan.
Losningarna skall vara fullstandiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anviénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Beradkna och klassificera de kritiska punkterna till funktionen

flzy) =2 +2* + 2y +y°

2. Lat F(x,y,z) = 2% + y? + 2% och g(t) = (¢,t%,13). Beriikna derivatamatrisen till den sammansatta
funktionen H(t) = f(g(t)).

3. Berdkna riktningsderivatan for funktionen f(x,y,z) = zysinz, i riktningen v = (1,2, 1), utrdknad i
punkten P = (1,1, 7/2).

4. Den sa kallade Cobb-Douglas funktionen

fla,y) = ca®y’

anvands inom Nationalekonomi for att beskriva totala produktionen av en vara mha kapitalinsatsen
x och arbetsinsatsen 3. Talen a och b &r uppfyller oftast a + b < 1 och c #r en konstant. I en studie!
sa anvéinds funktionen som en modell for Hummerfiske, dar f méter hummerfangsten som funktion
av antal humrar = och antal burar y som laggs ut. I studien berdknar Henderson och Tugwell talen
a = 0.44, b = 0.48 och ¢ = 2.26 genom en empirisk studie och de beror pa en méangd saker som var
fisket sker, hur lang fiskesdsongen &r, vattentemperatur etc.

For var uppgift stéller vi upp bivillkoret
x4+ 3y =920

som skulle kunna tolkas som en fiskekvota eftersom antalet burar y bestdms av den totala hum-
merméangden. Berdkna x och y som ger maximum for hummerfangsten f givet denna fiskekvota.

5. Beriikna volymen av det omrade som begrinsas av cylindern 22 + y? = 4 och de tva planen y + z = 4
och z = 0.

6. Rita upp integrationsomradet och gor ett lampligt variabelbyte for att berdkna integralen

-3 —/9—22 —x2—y?
/ / / 22 dzdydx

1chdcrson och Tugwell: Ezploitation of the Lobster Fishery: Some Empirical Results, Journal of Environmental Economics and Management 6, 287-
296(1979).



7. Visa att det tvadimensionella vektorféltet F'(z,y) = (e¥, xze¥) &r konservativt och anvind detta for att

berakna arbetet
W = / Fedr,
C

dir C ar den del av cirkeln 22 +y? = 1 som ligger i vre halvplanet y > 0. Vad blir arbetet om vi gar
hela varvet runt cirkeln?

8. Lat K vara den cylindriska kropp som begrinsas av 2 4 32 = 9, zy-planet och planet z = 2. Berikna

// Fen ds,
oK

dir F = (23,43, 2?) och n ér den utatriktade normalen till randytan 0K till kroppen K
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1. Berdkna forst kritiska punkter. Detta kraver att vi berdknar forstaderivatorna:

I de kritiska punkterna sa blir dessa derivator noll vilket ger oss tva punkter
p1=(—1/3,-1/3) och py=(-3/4,1/2)
Nu behoéver vi klassificera punkterna och vi anvander andraderivatorna och determinanten till Hessianma-

trisen for detta. Vi har att
% 9%f 9 1
2
o= | B 5 |- (1]

Oydx  Oy?

Vi far alltsa att
det H =12y — 1

I vara punkter har vi

detH|,, =-5<0, och detH|,,=5>0 och —5

=2>0

vilket gor att p; ar sadelpunkt och po ett lokalt min.

Figure 1: Gron punkt anger min och réd sadelpunkten

2. Vihar att F: R?> — R och g : R — R3, vilket visar att sammanstittningen &r ok. Derivatamatrisen till
den sammansatta funktionen ges av

DH = DF(g(t)) - Dg(t)
Vi har att
1
DF = [2x,2y,2z] och Dg=| 2t |,
3t?



vilket ger att
1

DH = DF(g(t)) - Dg(t) = [2-t,2-t2,2- 3] | 2t | =2t 443 +6t°
3t?

Funktionen H (t) ar ju en reellvird funktion av en variabel sa derivatamatrisen blir darfor en 1 x 1 matris
(dvs ett tal) och det finns darfor ett annat, enklare sétt: Berdkna sammanséttningen f(g(t)) explicit och
sedan derivera denna envariabelfunktion

Ht) = f(g@)=t* +t* +1° = H'(t) =2t + 4> +6°

3. Gradienten till funktionen ar
Vf = (ysinz,zsinz, zycos z)

Riktningsderivatan i riktninen v blir

DyF(z,y,z) = VFpe BLE

]l

1
= (ysinz,zsinz,zycosz) e ((—,

2
6 V6

)=

Sl

_ ysinz + 2xsinz + 2y cos z

V6

Och nér vi sdtter in var punkt P sa far vi

sinm/2 +2sin7/2 +cosw/2 3

V6 V6

4. Uppgiften handlar om att berdkna kritisk punkt for Lagrangefunktionen

DF,(P) =

L(z,y,2) = cx®y’ + Nz + 3 - y — 920),

dér vi noterar att vi behaller bokstdverna a,b och ¢ sa lange det gar och sa sétter vi in deras varden pa
slutet nar det behovs. Partialderivatorna ska vara noll:

L
a—:wc-xa_lyb—i-)\:o
Ox

L
a—:b-c-xaybfl—i-&\:o
Jy
oL
o 43.y—920=0
N T+o-y

Loser vi ut A ur de tva forsta ekvattionerna sa far vi

1 b

— . . a—1,b = —— . . r® b— e —
a-c-x% 'y 3¢ = gy 35"
Satter vi in detta i bivillkoret sa far vi
b b 920 -
24322 =920 D 920 = g=220
a a+b
vilket ger att
. 920-b
~ 3(a+b)

Séatter vi in de konkreta siffrorna a = 0.44, b = 0.48 och ¢ = 2.26 sa far vi att

r=440 = 1y =160



5. Volymen kan skrivas som

V=//4—ydA,
R

dir R ar cirkelskivan 22 4+ »? < 4 med radie 4 centrerad i origo. Omradet R kan siigas begrinsad av den
ovre och den undre halvcirkeln som ges av graferna till funktionerna ++/4 — x2. Vi kan alltsa skriva

2 Vi—a? 2
Vz// (4—y)dydw=---=8/ V4 — 22dx = 167
—2J—4—2a2 —2
—— —

=27

Vinoterar att den sista integralen (utan attan alltsa) ar arean under kurvan v/4 — x2 som ju ar en cirkelbage
och arean hiir dr dirfor arean av en halvcirkelskiva med radie 2 och blir alltsa 7r2/2 = 27.

6. Fran integralen ser vi att 0 < z < 9 — 22 — y?. Omradet R for = och y ges, enligt integralens grinser, av

R={-3<2<3,—-vV9—22<y<+V9—22}

som ar en cirkelskiva med radien 3, centrerad i origo.

)
//
_/
’/
/\\
/2// *

I

Figure 2: Bild till I6sningen av uppgift 6. Skirningen mellan kvadratytan z = 9 — x? — y? och wy-planet &r
cirkeln x? + %> = 9 Denna cirkel begrinsar en cirkelskiva som ocksé ligger mellan graferna till de tva funktionerna
y = +v9 — a2, som syns i uppgiftens integrationsgranser.



Uppgiftens situation kan ses i figur 2. Notera speciellt att volymen har en cirkuldr symmetri kring z-
axeln. Detta motiverar att det ar lampligt att anvénda cylindriska koordinater for att berdkna integralen.
Med cylindriska koordinater sa har vi att bascirkeln R kan skrivas som

R={0<r<3,0<0<2r}

och integralen blir

2r 3 9—r? 2 3 9—r?
I= / / / (r% cos? 0)rdzdrdd = / / / 13 cos? fdzdrdd =
0 0 JO 0 0 JO
2 3 ) 2 p3
= / / [21% cos® 0] drdf) = / / [(9 — r?)r3 cos® Odrdh =
0 0 0 0

2r 3 2 rgpd 6N\

= / [(9r® — %) cos® Odrdf = / ( - ) cos® df =
o Jo 0 4 6/,
D e

__243

4
243 [?7 243 [?7 1 243
== cos” fdf = =~ O 5(1+cos29)de=T7T

7. Berdkna potential for faltet. Att en potential existerar visar att faltet ar konservativt. Anvéand en sats
for konservativa falt som séger att arbetsintegralen &r lika med potentialens vérde i slutpunkten minus
dess varde i begynnelsepunkten. Potentialen blir

B(x,y) = ac!

Arbetet blir
W:/ Fedr=®(-1,0)—®(1,0)=—-1—-1=-2
C

Integralen runt cirkeln blir noll eftersom start och slutpunkt da ar samma.

8. Idén har ar att anvinda divergenssatsen

/AKFondS,://LV-FdV,

V. -F =322 +3y2+22

Vi har att

Det ar lampligast att att anvinda cylindriska koordinater for att berdkna trippelintegralen. Man far

21 3 2
/// V- FdV = /// 322 + 3y* + 22dV = / / / (312 + 22)rdzdrdf =
K K 0 0 JO

=...=2797,
dar vi utnyttjat att kroppen K i cylindriska koordinater kan skrivas som

K={(r0,2z):0<r<30<60<2m0<2<3}



