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Skrivtid: 09:00-14:00.  Hjidlpmedel ar formelbladen fran insidan av Parmen i Adams Calculus, dessa
formler bifogas tentan.
Losningarna skall vara fullstandiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anviénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till funktionen f(z,y) = x + 22 + zy + y°.

2. Berdkna % dir z = txy?, =t +In(y + t2) och y = €'

3. Funktionen T'(z,y) = 2% + 2z + y? — 4y + 5 anger hur temperaturen #r fordelad i det reella planet.
Berékna den riktning i vilken temperaturen 6kar mest i punkten (1,0). Hur stor dr temperaturékningen
i denna punkt om man ror sig i x-axelns positiva riktning?

4. Beridkna kortaste avstandet fran origo till ytan zy?z = 2.

//S(x +y)dA,

dir S ar det omrade i forsta kvadranten som ligger i cirkelskivan 22 + y? < a? och nedanfér linjen

y=(3) =

5. Berédkna

6. Berédkna

I/ zav

dér S ar den del av den forsta oktanten som ligger ovanfor planet x 4+ y — z = 1 och nedanfor planet
z=1

7. Visa att vektorfaltet

Pl = (2.2,

ar konservativt och berékna dess potentialfunktion ¢(z,y, 2).

8. Berédkna

%Fodr,
C

dir F = (—y3, 23, —23) och C &r skiirningskurvan mellan cylindern 22+y? = 1 och planet 2z+2y+z = 3
orienterad sa att projektionen till xy-planet ar orienterad moturs.
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1. p1 = (—%, %) ar ett lokalt minimum och py = (%1, %1) ar en sadelpunkt.

2. ty? (1 + Zﬁ;) + 2tzy? + zy?

4. Kortaste avstandet ar 2

_ a(V3+1
5. = af)
6. Integralen blir 17/24

7. d(x,y,2) = 22 +y?

z

3
8. 3z
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1. Kritiska punkter &r sadana som gor att de partiella forstaderivatorna blir noll. Forstaderivatorna blir

of of 2
o142 =g 43
B + 2z +vy ay T+ 95y
Bada dessa derivator ska alltsa vara noll och da kan vi fran uttrycket for partialderivatan m.a.p. y 16sa ut
x = —3y? och siitta in i uttrycket for partialderivan for z:
1+VT+24
2 _ _ 27
I+y—6y"=0 = y= 12 —{1 v
3

Med dessa varden sa kan vi losa ut motsvarande varden for x:

Vi har alltsa tva kritiska punkter p; = (%, %) och py = (%17 %1)
Vi berdknar nu Hessianen, som ar matrisen med andraderivator:

2’ 9*f 9 1

mea=] 5|2 0]

; &
dyoz oy 16y

I p1 s& &r hessianens determinant positiv och eftersom andraderivan m.a.p. x ar positiv sa ger an-
draderivatatestet att p; ar ett lokalt minimum. I py sa ar hessianens determinant negativ vilket indikerar
att po ar en sadelpunkt.

2. Hur variablerna beror av varandra kan vi stélla upp i schemat i figur 1 Fran detta schema far vi att:
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Figure 1: Schema som visar hur variabeln z beror av variablerna x, y och ¢

(vi utnyttjar ocksa att y = e’ ger att % =el =y
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3. Gradientens belopp i den aktuella punkter anger den maximala Skningen:
IV(T) ol = 122 + 2,2y — 4|10y = [I(4, —4)|| = V32 = 4v2

Okningen i en annan riktning, given av en enhetsvektor ges av skalirprodukten mellan gradientvektorn
och den aktuella riktningen. I vart fall har vi att positiva x-axeln ges av enhetsvektorn e, = (1,0) och da
far vi att 6kningen i denna riktning blir

V(T),0 @€ = (4,—4) 0 (1,0) =4
4. Vi anvander oss av Lagrange multiplikatormetod:
Vad ska minimeras? Avstandet till origo: \/W som ar ekvivalent med att
24P+ 22
ska minimeras

Vad ir bivillkoret : Vi soker den punkt pa ytan xy?z = 2 som ligger nirmast origo. Detta betyder att
var punkt ska uppfylla ytans ekvation, som blir vart bivillkor.

Lagrangefunktion:
L(z,y,2,\) = 2% + y* + 2% + Azy®z — 2)

Lagrangefunktionens gradient ska vara noll ::

OL

a9y — = MPz=0, & -A=2u/y’z (1)
g?l; = 2y+2\yz=0 <& —-A=1/zz (2)
Zg = 224 dy’ =0 & —A=2z/zy’ (3)
Zi = 2P2-2=0 = 2%y*?=14 (4)
(1), (2) and (3) ger oss att
222 =% = 222 ()

och sétter vi in detta i (4) sa far vi
=1 = 2*=1

Eftersom det minsta avstandet bara involverar kvadraterna z2, y? och 22 sa behdver vi inte ligga
ned tid pa att fa fram varden pa x,y och z, som visserligen behovs for att bestimma de punkter dar
minima intraffar. Men uppgiften fragade inte efter detta vilket betyder att kvadraterna racker for
0Ss.

Nu ger ekvation (5) att y? = 2 och 2% = 1 vilket ger oss det minsta avstandet
Viz+y?+22=vV1+2+1=2

5. Eftersom omradet beskrivs enklast i polara koordinater sa ar det lampligt att forsoka Gverfora hela
problemet till poldra koordinater.

T =rcosb, y =rsinf, dA = rdrdf
Vi far forst att S kan skrivas som

S={(r0):0<r<a,0<6n/3}



Integralen blir nu

w/3 ra
// (x+y)dA = / / (rcosf + rsinf)rdrdd =
S 0 0

©/3 ra
= / / (cos B 4 sin O)r?drdf =
0 0

3 rm/3 3 1
:C;/o cos@—i—sin@dezcg\/g;_ =
a3(V3+1)

N 2

6. Tricket med denna uppgift ar att skriva om integrationsomradet sa att det blir enkelt beskrivet m.a.p
vara axlar. Omradet kan ses i figur 2.

Figure 2: Integrationsomradet till uppgift 6

Vi har
S={(z,y,2) :0<2<14+2—y,0<y<1+420<2z<1}

som ger oss integralen

1 1+2 1+z—y
/// de:/ / / z dxdydz =
S o Jo 0

1 1+2 1
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7. Borja med att visa att faltet dr konservativt och detta ar ekvivalent med att rotationen blir noll, dvs
V x F =0: Vi har

or _ , _on
oy ox
orn 5,  OF3
9z = or
or, 5,  0F3

D F Ty



vilket visar att rotationen &r noll och féltet konservativt (forutsatt av vi verkligen &r i en enkelt sam-
manhéngande méngd) Vi berdknar nu en potentialfunktion ®(x,y, z) och for denna géller att

00 2z 90 2 0P 2’4y

or 2z dy =z 0z 22

Vi bérjar med att integrera m.a.p. x, integrationskonstanten kan da bero av y och z:

o O0H 2y
, —dx = — + H(y, = —=—=
(z,9,2 / T = + (y,2) oy oy -
Nu integrerar vi detta uttryck m.a.p y och far da
Y2
H(y,2) =L+ 6()
Sétter vi samman detta sa far vi
2 2 2, ,2
T z°+
Dla,y.2) =+ L +GE) = L+ G,

dar G(z) ar integrationskonstanten, som héar far bero av z. Derivering m.a.p z ger att vi kan utnyttja den
tredje forutsattningen

= = G'(z
22 0z 22 +G)
Vi far alltsa att G(z) = konst. Vi har inga speciella krav som kan bestdmma konstanten vilket gor att vi
ar fria att sdtta den noll.

Var slutliga potentialfunktion &r alltsa

8. Se figur 3

Figure 3: Figur till uppgift 8

C ar den orienterade randen till en elliptisk skiva S som ligger i planet 2z + 2y + z = 3 och ligger
ovanfor en cirkelskiva 2 + y? < 1. Normalvektor for planet och ellipsskivan d&r N = (2,2,1) och vi far
darfor ytelementet for ellipsskivan

NdS = (2,2,1)dzxdy



Vi far ocksa att
V x F = (0,0,3(z* 4+ 3?)

Da far vi m.h.a. Stokes Sats

1
ointcF e dr = // V x FeNdS = // 3(z% 4 y?)dady = 3/ /027rr3drd0 = 37”
S R 0



