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Skrivtid: 09:00-14:00.  Hjidlpmedel ar formelbladen fran insidan av Parmen i Adams Calculus, dessa
formler bifogas tentan.
Losningarna skall vara fullstandiga och ldtta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anviénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Rita en skiss &ver hur grafen till funktionen f(z,y) = 23y + 23 + zy? — = ser ut i kvadraten [—1,1]2.
Berdkna eventuella kritiska punkter i detta omrade och klassificera dem.

2. Lat f(z,y, 2) = 2%y + 22> + ryz. Berikna
(a) Tangentplanet till nivaytan for f som gar genom punkten p = (1,1, —1)
(b) Riktningsderivatan i riktningen u = (1,2,0) f6r funktionen i p.

(c) Den riktning i vilken funktionen 6kar mest? Hur stor &r denna 6kning?

3. Antag att f : R® — R dr en deriverbar funktion och sitt u = f(x,y,2). Vidare sa later vi
r =sint, Yy = cost, z=el.

Berékna % da t = 0 givet att %’p =2 och %‘p =—1,darp=(0,1,1)

4. Berikna kortaste avstandet fran origo till ytan xyz? = 2.

I5 :// xcosy dA,
D

dér D ar det omrade i forsta kvadranten som begrinsas av koordinataxlarna och grafen till funktionen
y =1 — 22, Gor ocksa en skiss 6ver integrationsomradet D.

Is = /// e(z2+y2+z2)3/2d‘/’
B

dir B = {(z,y,2) : 22 + y? + 22 < 1} ir enhetsklotet i R3,

5. Berakna integralen

6. Berakna integralen

7. Visa att filtet F = (y? + 22, 22y, 222) #r konservativt och beriikna en potentialfunktion for filtet.

8. Berdakna
18://VXFONdS,
S el F

dér S #r den del av sfaren 22+ y? + (2 —2)? = 8 som ligger ovanfor zy-planet och N #r den utatriktade
enhetsnormalen och
F = (y? coszz, 23e¥?, —e %Y%)
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(1/ =, —=) lokalt max , (—\/i—), lokalt min .
5 5 5 5

2. (a) Tangentplanets ekvation blir 2z — z = 3
(b) Riktningsderivatan ar 2/v/5

(c) Funktionen Skar mest i gradienten V f|, = (2,0, —1). Okningen &r ||V f,|| = v/5

du
3. =1
4. Kortaste avstandet ar 2

l—cos1
5. lzcosl

6. d4r(e—1)/3
7. Potentialfunktionen blir ¢(x,y, z) = x(y* + 22)

8. 127



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 2013 10 28.

1. GRAFEN KAN SKISSAS: , t.ex. genom att halla ena variabeln konstant och rita den kurva som ytan da
ger . Man upprepar for flera olika virden av variablerna. I figur 1 sa har ytan plottats mha Mathematica.

Figure 1: Grafen till funktionen i uppgift 1. Det schackrutiga omradet ar den del av grafen som ligger ovanfor
kvadraten [—1,1]2. Deb groéna och den bla ”pluppen” markerar liget for de kritiska punkterna som ligger i vart
omrade medan de roda representerar de tva sadelpunkterna som ligger utanfér omradet. Slutligen sa har vi de
ljusbla punkterna som &r de kritiska punkterna ps (0, £1) som ocksa dr sadelpunkter.

VI BERAKNAR KRITISKA PUNKTER:
En kritisk punkt definieras av att gradienten till funktionen blir noll.

of of

) = 322y + 322 +y° — 1,23 4 2ay)

Gradienten noll ger oss foljande ekvationssystem

307y +32° +y -1 = 0 (1)
342y = 0 (2)

Ekvation 2 ger oss medfor att ps g = (0, £1) &r tva kritiska punkter. Nar man undersoker dessa sa far man
att de ar sadelpunkter. Men 2 ger oss alternativet att

2? = -2y (3)



som insatt i ekvation 1 ger oss

— ot

5y —6y—1=0 = y:{

Dessa y-varden kan vi nu sétta in i 3 och fa fram motsvarande véirden pa x:
2 - _ 1
v :I:\/; for ,y=—5
+v2  fory=—1.

Detta innebéar att vi har fyra punkter dar gradienten férsvinner :

p1=(\/?—;), pzz(—\/?—;), ps=(V2,-1), ps=(-v2,-1)

Men bara de tva forsta av punkterna ligger in kvadraten [—1,1]?
V1 KLASSIFICERAR DE KRITISKA PUNKTERNA

Vi anvander oss av Hessianen, dvs matrisen med funktionens andraderivator:

[ 6x(y+1) 322 +2y
H(w,y) = [ 322 + 2y 2x

4 1 (24\/5) 4

: 5 5 5

°r H(p2) = . 5
2\/g 5 —Q\E

Vi har att determinanten for de bada matriserna &r positiva (= 16/5). Eftersom 02F/0x? &r positiv i p
och negativ i py sa ger andraderivatatestet att vi har ett lokalt minimum i p; och ett lokalt maximum i ps.

som i punkterna p; och ps blir

24

B

H(Pl) =

(SN

EXTRA INFORMATION:: DE OVRIGA KRITISKA PUNKTERNA
Har ar lite mer information for den nyfikne: I ps och py (som ligger utanfor vart omrade) far vi

hessianmatriserna
0 4 0 4

som bada har negativ determinant (=-16) vilket betyder att de &r sadelpunkter enligt andraderivatatestet.
Pa samma sétt har vi fér ps = (0,1) och pg = (0, —1):

o = |y o ] Ho) = | %y ovs |
Dessa bada matriser har determinant —4 och ps och pg ar alltsa sadelpunkter.
2. (a) Tangentplanet till nivaytan i var punkt ges av en ekvation av typen
ar + by + cz = d,

dér normalvektorn n = (a, b, ¢) i princip ar gradientvektorn till var funktion i p och d bestdms av att
planet ska ga genom punkten p. Vi far

n=Vfl,= (2:cy+yz+z2,a:2 + zz, 2y + 222) |, = (2,0, 1)

Vi har nu tangentplanets ekvation
2x — z = d.

Detta plan ska alltsa ga genom punkten p och sétter vi in p i vanster led sa far vi att d = 3 vilket
gor att tangentplanets ekvation blir
20 —2=3



(b) Riktningsderivatan i en punkt p for en funktion f i en riktning v, dér v &r en enhetsvektor ges av
Dyf=veVf,

I vart fall sa ar u inte en enhetsvektor sa vi méaste borja med att normera den

u
v=—=-—(1,2,0)
|ul|

Vi far dérfor att riktningsderivatan i var riktning u blir

S

! 2
Tl Je.2.0) 02,0, =

(c) Funktionen 0kar mest i gradientens riktning och graden av 6kning blir gradientvektorns ldngd eller
om vi berdknar riktningsdervatan map gradientvektorns riktning sa far vi, dar vi ska komma ihag
att vi maste normera gradientvektorn

va Vf|p =

_ V] _ . _ _
DVf/leHﬂp*W'vf’p* INZiNl (Vi£lp vf|p)*|’vf‘p"*\/5
[V £lpl?

3. Vi noterar att sammansattningen

ar en funktion av en variabel m.a.p. den enda variabeln ¢. Noterar vi att (z(0),y(0), 2(0)) = (0,1,1) =p
sa ger kedjeregeln oss

du| _ Of| dz| Of| dy| | 0f| dz|  _
dt |y Oxl|, dt|y  dyl|, dt|,  dz|, dt|,
\v/
—2 =1
of . 0
=2-cos0+ —| - (—sin0)+(—-1)-e =
), (50 + (-1
=240-1=1

ALTERNATIVT: Man kan sitta g(t) = (x(t),y(t), 2(t)) och notera att u(t) = f(g(t)), och att p = g(0).
Da ér f: R?* — R och g : R — R3 och fér denna sammansittning sa ger kedjeregeln oss matrisuttrycket

dx
du| _ _[orason 1|
dt 0 - Df|g(0) Dg|0 o |:6$’ ay’ 3z]g(0) g N
dat 4o
cos0 1
2g,—1-—mm :22i —1l-10]|=1

4. Vi anvéinder oss av Lagrange multiplikatormetod:
Vad ska minimeras? Avstandet till origo: \/m som ar ekvivalent med att
z® +y? + 2
ska minimeras

Vad ir bivillkoret : Vi soker den punkt pa ytan zyz? = 2 som ligger nirmast origo. Detta betyder att
var punkt ska uppfylla ytans ekvation, som blir vart bivillkor.



Lagrangefunktion:
L(x,y,2,\) = 2? + y* + 2% + Azyz? — 2)

Lagrangefunktionens gradient ska vara noll ::

oL
% = 2+ M\yz2 =0, & —\=2z/yz’ (4)

L
gy = 2+l =0 & —\=2y/z2? (5)

oL
% - 2242 \yz=0 < —-A=1/xyz (6)

L
g)\ = ay?—2=0 = 2%t =4 (7)

4, 5 and 6 ger oss att

z? =% =222 (8)

och satter vi in detta 1 7 sa far vi
=1 = 22=1

Eftersom det minsta avstandet bara involverar kvadraterna z2, y? och 22 sa behdver vi inte ligga
ned tid pa att fa fram varden pa x,y och z, som visserligen behovs for att bestimma de punkter dar
minima intraffar. Men uppgiften fragade inte efter detta vilket betyder att kvadraterna racker for
0Ss.

Nu ger ekvation 8 att y? = 1 och 22 = 2 vilket ger oss det minsta avstandet
Ve2+y?+22=V1+1+2=2

2

5. Vi ritar upp omradet Vi ser att y begrdnsas av y = 0 nerifran och av 1 — x® ovanifran. x ligger da

104
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Figure 2: Integrationsomradet D i uppgift 5.

mellan noll och ett vilket ger att integralen kan skrivas

1 pl—a? 1 1—22
152/ / mcosydyda::/ T / cosydy | dz
0o Jo 0 0

Vi integrerar alltsa forst med avseende pa y och far da:

1 1
I5 = / T - [Siny]é_ZZd:E = / zsin(l — 2?)dz =
0 0



For att 10sa denna integral sa gor vi substitutionen
9 1
u=1-—2°, du=—2xdr, = $dx:—§du, [t=0geru=1], [z=1geru=0],

som gor att integralen kan skrivas

1 [0 1
=—— [ sinudu= = (1—cosl)
2 J; 2
6. Det kanns val som en ”"no-brainer” att anvanda sfariska koordinater?

SFARISKA KOORDINATER ::

r = rcosfsing 22yt +22= r?
y= rsinfsing = dV = r?sin ¢drdpdd
Z= rcos¢ B= {0<r<1,0<¢<m0<0<2r}

Detta ger att var integral blir

27 T 1 3 1 2 T 1
Is = / / / e r?sin gpdrdodd = = / / / e" sin pdudpdf =
3Jo Jo Jo
o2 6 o 1) 2T s
/ / 0 sin ¢pdpdl = / / sin ¢pdpdl =
3 o Jo

50 [ amgro 250 [

3 3

=27

4m(e — 1)
3

Notera att i andra likheten i denna rékning gjordes substitutionen
1
u="13 du=3r*dr = err:§du, [r=0ger u=0] och [r =1 ger u=1]

7. Vi borjar med att visa att faltet ar konservativt genom att visa att V x F = 0:

i J k
o) o) 0
V x F =det oz Dy 92 =
v 422 2oy 22z
0 0 0 0. 5 0 0, o 9
= (=12 —2 —2z2] — — —[2zy] — — =
(551207 = 5720, ~(5 207] = ol +27)), o (2aw] — 5ol + 27
=0—0=0 —2z+22=0 —Qy:rQy:O

P& ett enkelt sammanhéngande omrade sa ar detta ekvivalent med att faltet &r konservativ. I uppgiften
sa ar inte omradet specificerat sa vi gar vidare och berdknar potentialfunktionen. Om vi lyckas med detta
sa ar det ett slutgiltigt bevis for att faltet ar konservativt.

Vi soker alltsa en potentialfunktion till faltet F, dvs en funktion ¢(z,y, z) sadan att V¢ = F
Vi har, till att borja med, att integrering m.a.p x ger

99

am=y2+z2 = ¢(z,y,2) =2(y*+2°) + H(y,2)



Vi deriverar nu detta uttryck m.a.p. y och utnyttjar att denna derivata ska vara lika med andra kompo-

nenten for vart falt. 5 oH
—¢:2xy =  2zy+ —— =2zy
Jy dy

som direkt leder till att %—I; = 0, vilket betyder att H &ar konstant m.a.p y och integrerar vi detta med
avseende pa y sa far vi

H(y,z)=K(z) = o(z,y,2) =@y’ +2°) + K(2)

Slutligen har vi att

09

3 =212 = 2r2+K'(2)=222z = K(z)= konstant
2

Konstanten ar godtycklig sa vi viljer K = 0 och var potentialfunktion blir saledes

$(a,y,2) = x(y* + 2°)
En enkel verifikation visar att vi verkligen har V¢ = F vilket gor att vi dr klara med uppgiften.

8. Idén i denna uppgift &r att cirkeln z? + 32 = 4 #r randkurva till sfirytan. D& kan vi anviinda Stokes
sats for att reducera till en integral 6ver denna kurva. Men sedan ar cirkeln ocksa rand till cirkelskivan
D = {22 +y? < 4} vilket gor att vi kan anviinda Stokes sats igen och fa en integral 6ver denna cirkelskiva.

M.a.o vi har
18://V><F0NdS:[Stokes!]:j{Fodrz//VXFOde,
S D

dér k = (0,0, 1) &r den uppatriktade normalen for cirkelskivan D.
For att berdkna den sista integralen sa behover vi berikna V x F e k dar vi ska notera att cirkelskivan
ligger i xy-planet och dar har vi z = 0 Vi later

F = (y*coszz, g3eV?, —e~"Y%)
——

——
=F Fy F3
vilket ger
i 7k
VxFek=det| 5 & & |ok=
F B F
0F, OF
=2 Tl gp2eve 2ycoszz = [ kom ihag att z =0] = 32% — 2y
ox dy

Var integral blir nu

18:// 3x2—2yd:vdy:// 3x?dady — 2 //yd:vdy:
D D D

—_—
=0

2
=3 / / x2dxdy = [ polira koordinater | = 3int2™ / 2 cos® Ordrdf =
D 0

27 2 27
:3/ cos’ 6 / r3dr:6/ 1 —cos20df =627 =127
o —~— Jo 0

_1—cos26
:[d]zz
4o



