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Skrivtid: 09:00-14:00. Hjalpmedel dr formelbladen fran insidan av Piarmen i Adams Calculus,
dessa formler bifogas tentan.

Losningarna skall vara fullstandiga och latta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anvénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

—_

. Berdkna tangentplanet for grafen till funktionen
f(z.y) =In(a® +47)
i punkten (1,—2)
. Beriikna JakobiMatrisen for avbildningen f : R3 — R2,

f(:U,y,Z) = (:1’2 +yzay2 - .Zl?ln$)

. Berdkna en vektor som ar tangent med skirningskurvan till de tva cylindrarna
22 +1y2=2, och P+22=2

i punkten (1,-1,1)
. Beriikna storsta och minsta viirden for funktionen f(x,vy, 2) = ryz pa sfiren x2+y?+2% = 12

. Berdkna volymen av det omrade som begridnsas nedat av ry-planet, uppat av konen z =
10 — /22 + 42 och som ligger innanfér cylindern z2 + 32 = 10y

. Berdkna langden av kurvan r(t) = (5cost, 5sint, 3t), t € (0, 2m).

. Berakna det arbete som utfors av kraftfaltet
F=(@+yz—22—y)

langs kurvan () = (1 —t, —2t,4¢t — 1) som férbinder punkterna (1,0, —1) och 0, -2, 3)

. Beréikna flédet av filtet!
F = (22 + y? + 2?) skulle ha varit F = (22,2, 2?)

ut genom tetraedern r +y+2<3, x>0,y >0, z > 0.
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observera feltrycket...
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1. 2e —4y —52=10—-5In5

B 2x z oy
Df_<—log:):—1 2y 0>

3. En tangentvektor blir (1,1,1)
4. Punkterna
(2,2,2),(2,-2,-2),(-2,2,—-2),(-2,-2,2) ger maximivardet8

och punkterna

(2,2,-2),(2,-2,2),(-2,2,2),(-2,-2,-2) ger minimivérdet — 8
5. (2m — 32/9)53
6. 2mv/34
7. Arbetet som utfors av det konservativa faltet F blir %

8. uppgiften utgar pga tryckfel.



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 2013 08 22.

1. Om vi bildar funktionen
9(x,y,2) = flz,y) — 2
sa blir grafen till f nivaytan g = 0. Om vi berdknar gradienten till g:
9= (%’ ggj;’_l) - (:U22—ig-cy2’ :U22—Ey2’ -1
sa far vi ett normalvektorfilt pa ytan. I varje punkt pa ytan ger gradienten darfor en nor-

malvektor och denna vektor ar tangentplanets normalvektor. I punkten (x,,y,) = (1, —2) har
vi normalvektorn

2 4 n
v.g|(1,72) = (55_57_1) = T = n = (25 _47_5)

Ekvationen for tangentplanet ges av n e (z — x,),y — Yo, 2 — 2o) = 0, dér z, = f(x0,yo) = In5.
Vi var darfor att planets ekvation blir

20 —4y — 5z =10—-51Inb

2. Jakobimatrisen ar avbildningens derivatamatris

sz(;’a? 7 Za;>= (et 5y )
8 T; 9f2 —logx—1 2y O
3. Idé: berdkna normalvektor till vardera yta i den aktuella punkten. Tangentvektor till
skdrningskurvan &r vinkelrdt mot bada dessa normalvektorer och kan déarfor berdknas som
kryssprodukten av de bada normerna.
Vi berdknar de bada normalvektorerna: Eftersom respektive yta &r nivaytor till respektive
funktion
) 2 _ .2 2
g1(z,y,2) =2" +y g2(z,y,2) =y~ +2

Sa har vi att normalvektorerna berdknas med dessa funktioners gradienter:

2n1 = Vaila,-11) = (22,2y,0)1,—1,1) = (2,-2,0),  2n2 = Vo[ _1,1) = (0,2y,22)1,—1,1) = (0, -2,2),

Hér ar ni och ny valda sa att vi ska fa ett enkelt uttryck, ni ser vil att man kan forkorta bort
2 i bada led. En tangentvektorn ges nu av

T =n1 xng=(1,-1,0) x (0,-1,1) = —(1,1,1)

4. 1 denna uppgift ska vi minimera funktionen zyz givet att (z,y, z) dr beldget pa sfaren centr-
erad i origo med radien v/12. Vi angriper problemet genom att forst bilda Lagrangefunktionen

L(z,y,2,\) = 2yz + Mz? + y* + 22 — 12)

Vi soker kritiska punkter till Lagrangefunktionen genom att scka nollstallen till funktionens
derivator:

oL
Ox
a—L =zz+2yA=0
dy
oL
0z
oL
o\

=yz+2zA=0

=zy+2z22=0

=2’ +y*+2°-12=0



Loser vi ut A fran de tre forsta ekvationerna genom att likstélla dem parvis far vi att 16sningarna
maste uppfylla

22 = = 22
Vilket ger oss lésningar av typen (+a, +a,+a), dar a ar ett godtyckligt reellt tal. Vi anvander

nu den fjarde ekvationen for att forsoka bestdmma varde pa a denna ekvation ger oss
3a°=12 = d’=4 = a==£2

och detta ger oss 16sningar av typen (£2,+2,4+2). Detta ar atta olika punkter i det tredimen-
sionella rummet. Det ar inte svart att se att det maximala vardet for xyz blir 8 som uppfylls i
alla punkter dar vi har ett jamnt antal negativa koordinater och en positiv och det minsta —8
far vi for koordinater med udda antal negativa komponenter.

Max 8 far vi saledes i punkterna

(2,2,2),(2,-2,-2),(-2,2,-2),(—-2,-2,2) ger maximivérdet 8
och minimum -8 far vi i punkterna
(2,2,-2),(2,-2,2),(-2,2,2),(-2,-2,-2) ger minimivérdet — 8

5. Lat oss borja med att titta pa ytorna som ingar i uppgiften: Notera att i var uppgift sa ar
a=>5

(a) Omradet ligger ovanfor xy-planet. Denna ar enkel att beskriva: z=0.

(b) 2% + y? = 2ay. Detta ska vara en cylinder enligt uppgiften. Detta kan man se om man
skriver om ekvationen lite

2 2 2

=22 4+y’ —20y=0=2"+(y—a) —a*=0= 2"+ (y — a)* = d%

dar jag i andra implikationen kvadratkompletterat m.a.p. y. Den sista likheten ger oss
en cirkel med centrum i z,y) = (0,a) och med radie a. z-koordinaten &ar godtycklig sa
cylinderns stracker ut sig parallell med z-axeln och ar en cirkel i varje snitt med ett plan
som &r parallellt med xy-planet.

Vi kommer att uttrycka allt mha cylindriska (polira) koordinater och da kommer 2% 432 =
2ay att skrivas r = 2a sin ¢ som alltsa ar beskrivningen av var cylinder i polara koordinater.
Uppgiften fragar dessutom om det inre av denna cylinder och detta maéaste i sa fall innebéra
att 0 < r < 2asin¢. Ett varv runt cirkeln astadkoms nér ¢ varierar fran noll till 7.

(¢) Den sista begriansningsytan ges av konen z = 2a — y/22 +y%2. Om y = 0 sa reduceras
detta till z = 2a — |z| (och motsvarande om x = 0. I cylindriska koordinater sa har vi att
z=2a—r.

Sammantaget har vi alltsa att vart omrade kan beskrivas som
0<z<2a—-r, 0<r<2asing, 0<¢ <.

Den forsta olikheten séager att z ska ligga ovanfor xy-planet och nedanfér konen. Den andra
olikheten sager att vi ska ligga inom cylindern. Den tredje och sista olikheten ger oss cylinderns
kant.

Om vi kallar omradet vi soker volymen av for D s& ges volymen av trippelintegralen

V = /// dV = cylindriska koord = /// rdzdrdp =
D D
T 2asin¢g pr2a—r
= / / / rdzdrdp =
0 0 0
w/2 r2asing r2a—r
= 2/ / / rdzdrdp =
0 0 0

4



I den sista likheten utnyttjas att omradet ar symmetriskt kring y-axeln.

Ovanstaende steg brukar ofta vara det svara vid trippelintegrering och det som man som
flervariabelanalysstudent behover jobba med (det ar ju detta som kursen handlar om). Men
sedan finns det ju naturligtvis svarigheter att utfora de praktiska integrationsberdkningarna.
Integrationen m.a.p. z och r borde ga ganska latt och resultatet blir

w/2 9
8a3/ sin2¢—§sin3¢d¢: s = (2 — 32/9)a,
0

For att berikna denna envariabelintegral s& behdver man férmodligen anvianda sig av olika
trigonometriska omskrivningar (t.ex. trigonometriska ettan och sinus och cosinus fér dubbla
vinkeln, formler som finns innanfér parmen I Adams...)

6. Vi har att lingden for en kurva med parametrisering r(t) fran ¢t = t; till ¢ = t9 beriknas

enligt
to
/
| @at
t1

Eftersom r(t) = (5cost,5sint, 3t), t € (0,2), sa har vi att
v (t) = (=bsint,5cost,3) = ||r'(t)|]| =V25+9 =34

och langden fran 0 till 27 blir darfor
2 2w
/ (17 (1) dt = \/371/ dt = 2731
0 0

7. Idén ar att nyttja att filtet ar konservativt sa att arbetet, som ges av linjeintegralen, bara
beror av begynnelse och slutpunkt. Féltet F' = (x + y,z — 2,2z — y) &r verkligen konservativt
eftersom V x F' = ( géller i hela planet. En potential ar ¢(x,y, z) = 3”22#22 +y(x — z) som vi far
fram genom att l0sa systemet V¢ = F.

Lat p=(1,0,—1) och ¢ = (0, —2,3) och da far vi att arbetet blir

0,—2,3
22+ 22 ( )

q
| Fedr=o- fyle-2)| =
p 2 (1,0,—1)

19
2

8. Denna uppgift har ett feltryck. Filtet F skulle varit (z2, y2, 22). Som uppgiften #r formulerad
sa har den inte mycket substans och kommer att utga fran rattningen. Den som &r intresserad
av 16sningen till den korrekta formuleringen av uppgiften kan kolla in Adams uppgift 16.4.7.



