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Skrivtid: 09:00-14:00. Hjalpmedel dr formelbladen fran insidan av Piarmen i Adams Calculus,
dessa formler bifogas tentan.

Losningarna skall vara fullstandiga och latta att folja. Borja varje ny uppgift pa ny sida.
Anvénd ej baksidor. Skriv namn pa varje inlamnat blad.

1. Vi har skickat ivag en rymdsond till att studera pseudoplaneten Pluto. Sonden analyserar
omgivningen kring sin position och kommer fram till att den valdigt néra approximerar
grafytan till funktionen f(x,y) = 0.12> 4 0.3y?> — 0.5xy. Sonden forflyttar sig och nir
den &r i punkten (x,y) = (1,1) sa registrerar den en ljusblixt i riktningen v = (—3,4).
Sonden undersoker sina mojligheter att rora sig i den riktningen. Den kan bara koéra i en
viss riktning om lutningen inte ar storre an 20%. Utfor berdkningar och avgor om det ar
mojligt for sonden att rora sig i den intressanta riktningen.

2. Beriikna minsta avstand till origo fran ytan 22 —y?> + 2z =1

3. Lat f(u,v) = u? + 3w? u =23+ 2y, v = ay® + 2, * = 22 + w och y = 3w. Berikna
partialderivatan for f med avseende pa z

4. Berdkna volymen av den tetraeder som stangs inne mellan koordinatplanen
x =0, y =0 och z =0 och planet

x/a+y/b+z/c=1

5. Lat

x Y
ja -
(x,y) (ﬂc2—|—y2’x2—|—y2)

vara ett vektorfilt definierat inom cirkelskivan D = {(z — 2)? + (y — 2)? < 1}. Visa att
faltet ar konservativt och anvind en potentialfunktion for att berdkna linjeintegralen

/F.dr
C

dar C ar det kortare kurvsegmentet av begransningscirkeln till D fran punkten (3,2) till
punkten (2, 3).

6. Beriikna lingden av kurvan r(t) = (¢3,¢2), -1 <t < 2.

7. Visa att
% ydx + zdy + xdz = V/3wa®
c

dir C ar den limpligt orienterade snittkurvan till ytorna 22 +3?+22 = a? och x +y+2 =0

8. Beriikna flodet for filtet F' = (23, 3yz2, 3y%z + 22) genom sfiren

:c2+y2+z2:a2.



Svar till tentamen i Flervariabelanalys, 2013 06 10.

1. Det &r precis mojligt for sonden att rora sig mot ljusblixten eftersom lutningen i den riktningen
ar precis 20 % (eller 0.2 som man ocksa kan skriva)

. .. 3
2. Minsta avstandet ar —

3. Mathematica svarar garna sa hér:

0
a—f = 2430w82 + 9720w 23 + 4374w" 2 + 14580w02° + 8748w0 23 + 54w’ + 9720w 27 + 4374w 2%+
y4

+ 648w 2% + 12w° 2 + 162w° + 2430w*2° + 1620w*2* + 60w* 23 + 972w 22 + 48wtz + 1512w 20+
+ 120w32° + 810w>2* + 144w?23 + 42032 + 486w? 2% + 120w?2" + 144w?25 + 72w 23+
4+ 18w?z + 60wz + 48wzT + 54wz® + 36wz> + 12211 + 2427

Men se losningen for ett mer manskligt svar...

4. Volymen blir %bc

5. Linjeintegralen blir noll.
Potentialen blir ®(z,y) = $log(z? + y?) = log /22 + y2.

6. 5(13%2 44032 — 16)

7. Svaret ar 16sningen.

8. %ﬂ'as



Losningar till tentamen i Flervariabelanalys, 2013 06 10.

1. Eftersom det ar sonden som noterar ljusblixten sd kan vi anta att riktningen &r relativt
sonden (dvs i sondens koordinatsystem vars origo ar hos rymdsonden). Men man kan &ven
tolka ljusblixtriktningen relativt omgivningens koordinatsystem sa att ljusblixtriktningen rela-
tivt rymdsonden ar (—3,4)—(1,1). Jag accepterar bada tolkningarna, men mina l6sningar utgar
fran att ljublixtriktningen méats relativt rymdsondens origo. Rékningarna blir likartade.

Vi behover berdkna riktningsderivatan for funktionen med avseende pa ljusblixtriktningen
u. Detta kréver att vi forst berdknar gradienten for funktionen. Riktningsderivatan far vi sedan
genom att berdkna skaldrprodukten av gradienten med en enhetsvektor i ljusblixtriktningen.
Gradienten:

Vf=(032z>—05y,06y —052) = Vf|y1) =(-02,0.1)

En enhetsvektor i ljusblixtriktningen blir

(—3,4)  (-3,4)

= Ot 16 5

Riktningsderivatan blir alltsa

(—3,4) 0.6+04
5 5 N

Lutningen ar alltsa precis 20% och sonden kan déarfor just precis klara av att ge sig av for att
underscka mysteriet med den géckande ljusblixten.

Duf =€y ® vf‘(Ll) = ° (—02,01) = 0.2

2. Minimum stkes for funktionen z? + 32 + 2% givet bivillkoret 22 — y? + 2z — 1 = 0 Vi stiller
upp Lagrangefunktionen

L(z,y,2,\) = 2?2 +y? + 22 = \a® — >+ 2 - 1)

L

8—:256—2)\238:0 =A=1

ox

oL

— =2y+X2y=0 X=1 =y=0
dy

oL

oL 9 9

o _ 2 1=

B =y +z 0

Fran forsta ekvationen far vi att A = 1. Sétter vi in detta i den andra ekvationen sa far vi att
y = 0 och sétter vi in detta i den tredje ekvationen sa fas att z = 1/2.

Notera:: En annan mdojlighet ar att 16sa ut A fran den andra ekvationen vilket ger A = —1. Séatter vi
in detta i ekvation 1 och 3 sa far vi att & = 0 och z = —1/2. Nér vi sedan anvénder ekvation 4 for att
berikna y sa far vi y? = —3/2 som dr omdjligt i det reella rum som vi befinner oss i. Vi maste dirfor ga
vidare med A = 1!

Bivillkoret ger oss nu att x = i%. Det ser alltsa ut som om vi har tva minimipunkter

VRN _ L]
p1 = \/§a DY b2 = \/§
Se Figur:
Minsta avstandet fran origo till ytan blir darfor

V3
ol = [lpall = -



Figure 2: Graf som visar hur funktionen f beror av de olika variablerna och hur funktionen
beror av z i synnerhet

3. Vi anvander oss av beroende grafen i figur 2, som ger oss f’s beroende av z:

of Ofoudx Of Ovox 8f@

8z Oudz 0z 8v8w82+%8z
= (2u + 30v?)(32% + y)22 + 6uv - y* - 22 + 6uv - 1 =

= 12uz’z + duyz + 182202z + 6yv22 + 12uvy2z + 6uv

Utfor vi berdkningarna (vilket mathematica hjélpt mig med) och uttrycker allt i variablerna
langst ned i tradet sa far vi

? = 2430w82 + 9720w 23 + 4374w" 2 + 14580w°2° + 8748w 23 + 54w’ + 9720w 27 + 4374w 2%+
z

+ 648w° 2% + 1202 + 162w° + 2430w* 22 + 1620w*2* + 60w* 23 + 972w*2? + 48wz + 15120325+
+120w32% + 810wzt + 144w323 + 42032 + 486w 2% + 1200227 + 144w?2° + 72w 23+
+ 18w?2 + 60wz’ + 48wz + 5wz’ + 36wz + 12211 + 2427

Men detta rdknade jag inte med att nagon skulle svar med.

4. Tetraedern T' begransas uppat och nedat av de tva funktionsytorna 2 = ¢ — -x — gy och
z = 0. T ar alltsa z-enkelt 6ver det trianguldra omradet i xy-planet som som ligger i forsta



kvadraten men begransas av linjen y = b — 333. Integralen for volymen kan darfor skrivas som

a b—ga: c—fr—3y
= // dxdydz = / / / dzdydx =
T
-2 ch
—// c—fa;—gydydx— /a — 2az + x?dr =

[ +a] abc
a’ —a = —
22 3 6

5. For att visa att ett tvadimensionellt falt F' = (Fp, Fy) ar konservativt sa behover vi bara
(eftersom cirkelskivan &r enkelt sammanhéngande) visa att

OF, OF; _
ox dy
I vart fall har vi att
OF, 2xy OF;

dr (224922 Oy
Vilket direkt ger oss konservativiteten.
Eftersom vi har ett konservatit filt sa kan vi hitta en potentialfunktion ®(z,y) sa att V& = F.
Integrerar vi F; med avseende pa x sa far vi

1
®(w,y) = 5 log(a® +y*) + H(y)
Deriverar vi denna med avseende pa y sa far vi

dp  y

T _-_7 1 H
ay x2+y2+ (y)

Eftersom vi har att detta ska vara lika med — + —%— sa kan vi dra slutsatsen att H'(y) = 0 vilket
innebar att H ar en godtycklig konstant. Vi kan saledes vélja en av dessa konstanter och da
valjer vi H = 0 vilket ger oss potentialfunktionen

1
[z, y) = 3 log(a® + %) =log Vo + y*.

Nu kan vi dgna oss at att integrera faltet langs det angivna kurvsegmentet. Denna integral
beror, tack vara konservativiteten, bara pa begynnelse och slutpunkt for kurvan och vi har

/ F o dr = ®( slutpunkt ) — ®( begynnelsepunkt ) = ®((2,3)) — ¢((3,2)) =
C
= log(V4+9) — log(v/9 + 4) = log(v13) — log(v/13) = 0
6. Langden av en kurva parametriserad av r(t) = (x(t),y(t)) ges av integralen
/ V()2 + o/ (t)2dt

I vart fall har vi 2/(t) = 3t? och y/(t) = 2t vilket ger att lingden blir!

2 2 0 2
/ VOtt + 4t2dt = / [t|V/ 982 + 4dt = —/ t\/9t? + 4dt + / t\/9t2 + 4dt
-1 -1 0

] = —t, t<0
)t t>0

'kom ihag att



Hir gor vi substitutionen u = 9t% + 4, du = 18tdt vilket gor att integralen blir

1

1 4 40 13 40
(—/ Vaudu + Vaudu = — Vu du + Vudu | =---
18°  Ji3 4 18 | J4 4 )

1

27(133/2 +40%/% — 16)

—2,3/2|13 2,3/2(40
=3u ’4 3 ‘4

7. Vi har att snitt kurvan #ir en cirkel centrerad i origo med radien a? beliigen i planet x+y+2z =
0. Med faltet F' = (y, z,z) sa har vi, tack vare Stokes sats att var linjeintegral blir

%ydm+zdy+xdz://VxFoNdS
C s

Hér &r S cirkelskivan i planet x + y + z = 0 och vi véljer orientering sa att

1
N=——_(1,1,1
\/g( )
Vi har att
; j k
VXxF=det| 0/0x 0/dy 0/0z | =—(1,1,1)
Yy z x

Var integral blir saledes

71'(12

1 1
VxFoNdS:// —dS = — - cirkelns area = ,
//s s V3 V3 V3

som var vad vi skulle visa! Notera hur valet av orientering gjorde att vi fick ratt resultat. Hade
vi valt den andra orienteringen skulle integralen blivit negativ. Det ar detta val som &r det
"lampliga” valet som vi skulle gora i uppgiften...

8. Flodet genom den sfariska ytan S ges av

//FodS: divergenssatsen :///VoFdV:3/// 22 +y? 4+ 22dv =
S \% \%4

2 T a
= sfériska koordinater = / s / / r* sin odrdpdl = - -+ =
0 0o Jo

12
= —ra®

5



